UNombres Complexes ( série |) éﬂel\/lathématiquesk
¢ \

Dans tous les exercices le plan P complexe est rapig a un repére orthonormé direct(0 ,u,v).

Exercice 1

Soient les nombres complexgs= (1 —i)(1 + 2i) ; z, = 2;_6; et zz = AL

1) Ecrirez;; z, etz; sous la forme algébrique.
2) Soient les pointd, B etC d’affixes respectives;; z, etz;.
Montrer que le triangldBC est isocele et rectangle.
3) Déterminerz, I'affixe du pointD tel queABDC soit un carré.
Exercice 2
On considere les points B, C etl d’affixes respectiveszy = —2i;zg =1+1i;z; =4+ 2i etz; = 2.
1) a)Montrer que les pointd, B etC ne sont pas alignés.
b) Montrer quel est le milieu dgAC].
2) On désigne pab le symétrique du poirR par rapport au poirit
a) Déterminer I'affixez, du pointD.
b) Montrer queABCD est un losange.

c) ABCD est-il un carré ?

z—1-i
zZ+2i

Z—1—1
z+2i

3) Déterminer les ensembles suivaifits= {M(z) eEP/ = 1} F = {M(z) eEP/ € ]Ri}

4) Déterminer et construire 'ensemblé = {M(z) € P/arg (zjf;”) 2?" [271]}
Exercice3

Soient les pointd(—i) ; B(i) etC(—4i). A tout pointM d’affixe z # —i on associe le point

iz—4
M' d’affixe z’' = -
zZ+1

. CM

1) a) Montrer que si M # A alors OM' = i

b) En déduire que $1’ appartient au cercle trigopnométrique alors le plfirvarie sur une droite que I'on
déterminera.
2) a)Montrer que sk # —i alors(z' — i)(z + i) = —3 et en déduire QUBM . AM = 3

b) Montrer alors que si le poitM appartient au cerclé de centred et de rayor3 alors le pointv’

appartient a un cercl€ dont on précisera le centre et le rayon.
N T — = =
3) a) Montrer que si M # A alors (ﬁ, OM') =5 + (AM ) CM) [2m]

b) En déduire que i appartient au segmeftC]\{A, C}alorsM’ appartient a une demi droite que I'on
précisera
Exercice4

SoientA etB les points d’affixes respectivas= 1 et b = —1.
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Soit f I'application deP\{B} dansP qui a tout poiniM d’affixe z, associe le poin¥’ d’affixe z’
r 271
tel quez’ = —
1) a)Déterminer et construire 'ensemilledes points d’affixe z tel quez’ soit un réel.
b) Déterminer et construire 'ensemidledes pointgv d’affixe z tel quez’ soit un imaginaire pur.
c) Déterminer et construire I'ensemiiledes points d’affixe z tel que|z’| = 1.

2) a)Montrer que pour tout nombre complexe —1ona:(z' —1)(z+ 1) = —2.
b) En déduire quaM’ x BM = 2 et que(ii, AM’) + (i, BM) = m [2n].
3) Montrer que si le poin¥ appartient au cercld) de centreB et de rayorg, alors le poiniM’ appartient a
un cercle(T”) que I'on déterminera.
4) A tout pointM(z) on associe le poirN d’affixe —z.
Montrer que si le poin¥ est distinct d& alors le point¥’ appartient a la demi droifdN).
5) SoitK le point d'affixet = —2 + i/3.
a) Ecriret + 1 sous la forme exponentielle.
b) Montrer que le poink appartient au cercl@’).
6) En utilisant les questions précédentes, donneicanstruction du poirit’ = f(K) et construirel’.
Exercice5
On considére les pointset B d'affixes respectivesz, = V3 +i et zz =vV3+1+i(vV3+1)
1) a)Montrer que les point8, A etB ne sont pas alignés.
b) Déterminer I'affixez; du pointG centre du triangl©@AB.

c) Déterminer I'écriture exponentielle du complexe

2) SoitC le point du plan tel queQA4 = 0C et (m/\ﬁ) == [27]
a) Montrer qudz.| = 2 etarg(z,) = g [27] oliz. est I'affixe du pointC
b) En déduire que, = 1 + ivV3

3) a)Montrer queDACB est un losange.

b) OACB est-il un carré ?

4) Déterminer et construire 'ensemtiie= {M(z) € P/arg (Z_ZA) = % [Zn]}

Z—Zc
Exercice 6

On désigne pad, B etC lespoints du plar® d’affixes respectivegi, —1 et i. On considere I'application

f deP/{A} versP qui a tout poinM d’affixe z associe le point’ d’affixe z' tel que z’' = Al

z-2i
1) a)On note pact’ I'image deC parf. Quelle est la nature du quadrilat&@BC’ ?

b) Montrer que le poin€ admet un unique antécédent par I'applicafioque I'on noter&". Quelle est
la nature du triangl8CC" ?
2) a)Déterminer I'ensemblg& des pointV tels quez’ soit un imaginaire non nul.

b) Déterminer 'ensemblg des pointM tels queM’ appartient au cercle de cenfreet de rayor.
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Exercice7

On considére le poimt d’affixe (—1) et les point4, N etP d’affixes respectifz , z2 etz3 otz est un
nombre complexe non nul différent (—1) et del.

1) a)Montrer que : ( Le triangl® NP est rectangle eR si et seulement si :

(1+Z

est imaginaire pur )

b) On posez = x + iy oux ety sont des réels. Montrer que :
1+z x*+y*+x—iy
z  x2+4y?

c) En déduire que I'ensemble des poiM tels que le triangl® NP soit un triangle rectangle P est le
cercle(I") de diamétrg¢0A], privé des pointO etA.

2) Dans la figure cidessous on a tracé le cer(I"). et on a placé un poirél d’affixe z sur (") et son

projeté orthogonall sur I'axe(0 ,u). 1

On se propose de construire les poNet P.d'affixes respectives? etz3 tels que le triang

MNP soit rectangle eR.

a) Montrer que (WAW) = <ﬁﬁ/lg> [27] puis qu WV)AW) = (ﬂﬁ) [27]
b) Montrer que DH = OM?.
c) Donner un procédé de construction des pV etP puis les construire.
Exercice8
On considéere les pointset F d’affixes respectivel eti.
On désigne paf; etC, les cercles de centres respecE etF et de méme raycl.
Soit6 un réel de l'intervall¢0, 2r[ , M le point d’affixel + e'® etN le point d'affixei(1 + e%).
1) a)CalculerAff(EM) etAff(FN).
b) Montrer que, lorsqué varie dan¢ 0, 2z[, M varie surC; etN varie surcC,
c) Montrer les droite§EM) et (FN) sont perpendiculaires.

2) SoitP le point d’affixezp, tel quezp = (1 —i)sin @ x e'?.

AfF(EP) . Aff(FP)
a) Montrer que——=—5 = sin 8 — cos 8 et calcule——=¢
) 9 Aff(EM) Aff(FN)

b) Montrer queP est le point d’intersection des droil(EM) et(FN).
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Exercice9
Soient les pointd etB d'affixes respectivesa = —V3 —iet b = 1 — iv/3.
1) a)Ecrire sous forme trigonométriquaeet b.
b) Représenter les poindiset B.
2) On pose = a + b et on désigne pad le point d’affixez.
a) Montrer queDAMB est un carré

b) Donner la forme trigonométrique de

¢) En déduire cos (%) et sin (%)
Exercice 10
Soient les nombres complexgs= —V2 +ivV2 et z, == —/2 —iV2
1) Mettrez, etz, sous forme trigonométrique.
2) Placer alors les poings B etC d’affixes respectived, z; etz,.

3) Déterminer sous forme algébrique I'affixe du pdis= A * B.

4) CalculerOI et une mesure c(e_i ,O_i).

. P , . 3 . 3
5) Donner alorg; sous forme trigopnométrique et en déduire les valda cos (?") et sin (?”)

Exercice 11

Pour chacune des questions suivantes une seut®ei®ponses proposées est exacte.

1+iV3
1) Le nombre complexe — a pour argument :
s b T s
D1z )% 3

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére ootimo&(0 ,7,J), on considere les points B, C etD
d’affixes respectives+1 ;1 + 2i ;3 et—3i. Alorson a:

a)les vecteurglB et BD sont orthogonaux.

b) le quadrilaterdBCD est un parallélogramme.

c) les vecteurdB et CD sont colinéaires.

3) Un argument du nombre compleide+ i)2°13 est :

T 3
a) Z b) T C)

ST

Exercice 12

Soient les pointd et B d’affixes respectivesz, = 2 — 2i etzg = 2 + 2i
1) PlacerA etB.

2) Qu’elle est la nature du triangldB.

3) Soit le pointC d'affixe z. = e’ (2 — 2i)
a) Ecrirez; sous forme algébrique et trigonométrique.
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b) En déduirecos— et sin—
12 12

4) a)Comparel0A etOC et donner une mesure de I'an (ﬁO_ﬁ)

b) En déduire la nature du trian(OAC.
5) Déterminer et construire 'ensemitA desM (z) tel que :|iz — 2 — 2i| = [z — 2 — 2i] (de deux
manieres)
6) Déterminer et construire I'ensemtA’ desM (z) tel que z = 2 + 2icos 0 ; 6 € [0, ]
Exercice 13
1) Déterminer I'écriturdrigonométrique c:1+i; 1—i et 1+iV3.

2) On pose = N
1+0)2(1+iv3)

a) Déterminer I'écritur@rigonomeétriquede Z.

b) Déterminer I'écrituralgébrique d Z.

~ . 7 3—-1 .7 3+1
3) En déduirecos = = — L% et gin % = ¥
12 2V2 12 2V2

4) Résoudre dan@® , 2x[ I'équation(v3 + 1) sinx — (V3 — 1) cosx = V2.

Exercice 14

Dans la figure ci-contr€0 ,u , ¥) es un repére orthonormé-

direct du plan, @st le cercle de cent0

et de rayor2 etB est un point d’affixezp.

1) Déterminer par lecture graphique le module et

un argument deg. En déduire queg = —1 + iv/3.
2) a)Placer sur la figure le point
d’affixe z; = 1 +iV3.

b) Montrer que le quadrilate@ACB est un losange.

3) On se propose de déterminer I'ensemble E dess M d’affixe z tels quez® soit un réel positif ou nul.
a) Vérifier que les point®, A et B appartient & .
b) Prouver que tout poir de la denr-droite [OB) appartient a E.

c) Soitz un nombre complexe non nul, de modr et d'argumend.

2km
Montrer que z3 est un réel positif si et seulementsi: § = = keZ

d) En déduire qué& est la réunion de trois de-droites que I'on détermine
ReprésenteE sur la figure.
Exercice 15
On désigne pafC) le cercle de cent O et derayon1 et parl etA les points d’affixes respectil et
a=+3+i.
1) a)Donner la forme exponentielle a.
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b) Construire le poinA.
a—1
1-a

2) Soit B le point d'affixe b =

a) Vérifier que bb = 1. En déduire que le poit appartient au cerclg).
b—-1

est un réel.

b) Montrer que

En déduire que les points B et] sont alignés.
c) Construire le poinB.
3) Soitfé un argument du nombre complexe

2v/3 -3 2—-2V3
523 T 5-23

Montrer que cos 8 =
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