
Correction continuité limites 4ème Mathématiques 

 

Exercice 1 

 1)  Pour tout réel � on a :  −1 ≤ cos � ≤ 1  ⇒  −1 ≤ −cos � ≤ 1  ⇒  1 ≤ 2 − cos � ≤ 3   ⇒  
� ≤ ������ � ≤ 1  ⇒  � ≤ �(�) ≤ 1 

2)  Pour tout réel � on a : 
� ≤ �(�) ≤ 1   ⇒  pour tout réel � > 0 on a :  

�� ≤ �� �(�) ≤ �� 

⇒  
�� ≤ 1�(2−cos �) ≤ �� 

���
�� �� ≤ 1�(2−cos �) ≤ ��lim�→+∞ �� = 0                  lim�→+∞ �� = 0                   

$ ⇒   lim�→%& ��(����� �) = 0 

Pour tout réel � on a : 
� ≤ �(�) ≤ 1   ⇒  

�2+1 ≤ '�2 + 1(�(�) ≤ �2 + 1   

⇒  
�2+1 ≤ �2+12−cos � ≤ �2 + 1    ⇒  

�)%������ � ≥ �)%�3  

+ �)%������ � ≥ �)%�3lim�→%& �)%�3 = +∞$  ⇒  lim�→%& �)%������ � = +∞ 

Pour tout réel � on a : 
� ≤ �(�) ≤ 1   ⇒  

�)%��) ≤ �)%��) �(�) ≤ �)%��)   ⇒  
�)%��) ≤ �)%��)(����� �) ≤ �)%��)  

⇒  
�)%��)(����� �) ≥ �)%��)  

+ �)%��)(����� �) ≥ �)%��)lim�→, �)%�3�) = +∞             $  ⇒  lim�→,  �)%��)(����� �) = +∞ 

Exercice 2  

1)  �(0) = 0� + 3 × 0 + 1 = 1 

lim�→,.�(�) = lim�→,. (1 − cos �) sin 2�� = lim�→,. 1 − cos ���0112113�� × sin 2��023� = 1 

lim�→,4�(�) = lim�→,4�� + 3� + 1 = 1 

lim�→,.�(�) = lim�→,4�(�) = �(0)  alors � est continue en 0. 

2)  � ↦ 2� est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 09 � ↦ sin 2� est continue sur 7−∞ , 09 � ↦  cos � est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 09 � ↦ (1 − cos �) sin 2� est continue sur 7−∞ , 09 
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� ↦ ��: est continue sur ℝ∗ en particulier sur 7−∞ , 09 
� ↦  (1−cos �) sin 2��3   est continue sur 7−∞ , 09 
� ↦  �2 + 3� + 1 est continue sur ℝ en particulier sur 70 , +∞9 
et on a � est continue en 0 alors � est continue sur ℝ. 

Exercice 3 

1)  a) Pour tout réel x on a : −1 ≤ sin � ≤ 1  ⇒  −2 ≤ 2sin � ≤ 2   ⇒  3� −2 ≤ 3x + 2sin � ≤ 3� + 2   ⇒  3� − 2 ≤ �(�) ≤ 3� + 2 
      b) = �(�) ≤ 3� + 2     lim�→�∞3� + 2 = −∞$    ⇒  lim�→�∞�(�) = −∞   

= �(�) ≥ 3� − 2     lim�→%∞3� − 2 = +∞$   ⇒  lim�→%∞�(�) = +∞   

2)  a) On a : >(0) = �?  
lim�→,>(�) = lim�→, �@(�) = lim�→, ��%� �AB � = lim�→, �%) CDE FFGHI)

= �?  alors  > est continue sur en 0. 

      b) Pour tout � ∈ K�  , +∞L on a : 3� − 2 ≤ �(�) ≤ 3� + 2  ⇒  
��%� ≤ �@(�) ≤ ���� 

⇒  
��%� ≤ �@(�) ≤ ����   car � > 0    ⇒  

��%� ≤ >(�) ≤ ���� 

     c) 
���
�� ��%� ≤ >(�) ≤ ����lim�→%∞ ��%� = �          lim�→%∞ ���� = �         $     ⇒  lim�→%∞>(�) = �   alors la droite d’équation M = �  est une asymptote 

horizontale à la courbe de > au voisinage de +∞. 

Exercice 4 

1)  On a : �(0) = 0 + 1 − √0� + 1 = 0 

lim�→,.�(�) = lim�→,. sin ��� = lim�→,. �O, × sin ����023� = 0 

lim�→,4�(�) = lim�→,4� + 1 − P�� + 1 = 0 

lim�→,.�(�) = lim�→%�(�) = �(0)  alors � est continue en 0. 

2)  lim�→%∞�(�) = lim�→%∞� + 1 − √�� + 1 = lim�→%∞ '�%��√�)%�('�%�%√�)%�(�%�%√�)%� = lim�→%∞ (�%�))�'�)%�(�%�%√�)%�  

                       = lim�→%∞ ���%�%√�)%� = lim�→%∞ ���%�%|�|R�% SF) = lim�→%∞ ���%�%�R�% SF) = lim�→%∞ ���T�%SF%R�% SF)U  

                       = lim�→%∞ ��%SF%R�% SF) = 1  

3)  Pour tout � < 0 on a : −1 ≤ sin �� ≤ 1   ⇒  
�� ≤ �AB �)� ≤ − ��   car  � < 0 ⇒  �� ≤ �(�) ≤ − �� 
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���
���� ≤ �(�) ≤ − ��lim�→�∞ �� = 0      lim�→�∞− �� = 0  $    ⇒  lim�→�∞�(�) = 0 
Exercice 5 

1)  *  � ↦  1 − � est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 19 et pour tout � ∈ 7−∞ , 19 on a : 1 − � > 0 � ↦  √1 − � est continue sur 7−∞ , 19 � ↦  �� est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 19 � ↦  �� − √1 − � est continue sur 7−∞ , 19 
*  � ↦  ^�� est continue sur ℝ en particulier sur 71 , +∞9 � ↦  sin(^��) est continue sur 71 , +∞9 � ↦  �� est continue sur ℝ en particulier sur 71 , +∞9 � ↦  �� + sin(^��) est continue sur 71 , +∞9 
alors � est continue sur chacun des intervalles 7−∞ , 19 et 71 , +∞9 *  �(1) = 1� + sin(^) = 1 lim�→�.�(�) = lim�→�.�� − √1 − � = 1 
lim�→�4�(�) = lim�→�4�� + sin(^��) = 1 

On a : lim�→�.�(�) = lim�→�4�(�) = �(1) alors � est continue en 1 *  Conclusion � est continue sur ℝ.  

2)  a) ∀� ≥ 1 on a : −1 ≤ sin(^��) ≤ 1  ⇒  �� − 1 ≤ �� + sin(^��) ≤ �� + 1   ⇒  �� − 1 ≤ �(�) ≤ �� + 1 
     b) On a: ∀� ≥ 1 

= �(�) ≥ �� − 1      lim�→%∞�� − 1 = +∞$    ⇒  lim�→%∞�(�) = +∞ 
3)  lim�→�∞�(�) = lim�→�∞�� − √1 − � = lim�→�∞ '�)�√���('�)%√���(�)%√��� = lim�→�∞ �c��%��)%√��� = lim�→�∞ �cd�� SFc% SF:e

�)f�%√S.FF) g  
                         = lim�→�∞ �)d�� SFc% SF:e

�%RS.FFc = +∞  
Exercice 6 �(9−1 , 17) = 9−1 , 17      (� h >)(7−∞ , 17) = �(9−1 , 09 ) = 70 , 17  lim�→�∞(> о �)(�) = 0          lim�→�∞(� о >)(�) = 0 

Exercice 7 

1)  a) lim�→�∞�(�) = lim�→�∞R3�� + � + 2GjjjHjjjI%& = +∞ 
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     b) Pour tout � > 0 on a : −1 ≤ cos � ≤ 1  ⇒  −1 ≤ − cos � ≤ 1  ⇒  0 ≤ 1 − cos � ≤ 2   

⇒  0 ≤ √1 − cos � ≤ √2  ⇒  0 ≤ 2√1 − cos � ≤ 2√2  ⇒  0 ≤ �√����� �� ≤ �√��     car � > 0 
⇒  0 ≤ �(�) ≤ �√��  
+0 ≤ �(�) ≤ �√��lim�→%∞ �√�� = 0 $    ⇒  lim�→%∞�(�) = 0 
2)   
*  � ↦  3�� + � + 2 est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 09  et pour tout � ∈ 7−∞ , 09  3�� + � + 2 > 0 car ∆< 0 

*  � ↦ 1 − cos � est continue sur ℝ en particulier sur 70 , +∞7 et pour tout � ∈ 70 , +∞7 ; 0 ≤ 1 − cos � ≤ 2  ⇒  1 − cos � ≥ 0 � ↦  2√1 − cos � est continue sur 70 , +∞7 � ↦  ��  est continue sur ℝ∗ en particulier sur 70 , +∞7 
� ↦   2√1−cos ��    est continue sur 70 , +∞7 
alors � est continue sur chacun des intervalles 7−∞ , 09 et 70 , +∞9 
* �(0) = P3�2 + � + 2 = 0 

lim�→�,4�(�) = lim�→�,4 2√1−cos �� = lim�→�,42 √1−cos �� = lim�→�,42R1−cos ��) = 2 × R�� = �√� = √2  

lim�→�,.�(�) = lim�→�,.P3�2 + � + 2 = 0 

lim�→�,.�(�) = lim�→�,4�(�) = �(0)   alors � est continue en 0 *  Conclusion � est continue sur ℝ.  

Exercice 8 

1)  � ∈ m@   ⇔   = �)�%� ≥ 0� + 1 ≠ 0$  ⇔  p� + 1 > 0� + 1 ≠ 0$   alors m@ = 7−1 , +∞9  
2)  lim�→��4�(�) = lim�→��4R �)�%� = +∞   

lim�→%∞�(�) = lim�→%∞R �)�%� = +∞    

lim�→%∞ @(�)� = lim�→%∞
R F)F4S� = lim�→%∞

|F|√F4S� = lim�→%∞
F√F4S� = lim�→%∞ �√�%� = 0  

lim�→%∞�(�) − � = lim�→%∞R �)�%� − � = lim�→%∞ �√�%� − � = −∞  

3)  � ↦  �)�%�  est continue sur ℝ\r−1s en particulier sur 7−1 , +∞9 et pour tout � ∈ 7−1 , +∞9 ;  �)�%� > 0 

� ↦  R �2�+1  est sur 7−1 , +∞9  alors � est continue sur 7−1 , +∞9 
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Exercice 9 

1)  �(0) = √0� − 3 × 0 = 0 lim�→,.�(�) = lim�→,.P�� − 3� = 0 

lim�→,4�(�) = lim�→,4 32 �� + sin �� = 0 

lim�→,.�(�) = lim�→,4�(�) = �(0)  alors � est continue en 0. 

2)  � ↦  �2 − 3� est continue sur ℝ en particulier sur 7−∞ , 09  �� − 3� = �(� − 3) ; �� − 3� = 0  � = 0  ou  � = 3 

            �  −∞             0                 3                     +∞ 

  �� − 3�            +               −                  + 

et pour tout � ∈ 7−∞ , 09 on a : �� − 3� > 0 

� ↦  P�2 − 3�  est continue sur 7−∞ , 09 alors � est continue sur 7−∞ , 09 
3)  a) On a : ∀� > 0  t(�) = ��  et  u(�) = sin(��) 

alors  u(�) = sin't(�)( 

      b) � ↦  �� est continue sur ℝ en particulier sur 70 , +∞9  alors � ↦ t(�) est continue sur 70 , +∞9 � ↦ sin't(�)( est continue sur 70 , +∞9 
alors � est continue sur 70 , +∞9     
4)  lim�→�∞�(�) = lim�→�∞R�2 − 3�GjjHjjI+∞ = +∞     

lim�→�∞ @(�)� = lim�→�∞ √�)��� = lim�→�∞
|�|R��:F� = lim�→�∞

��R��:F� = lim�→�∞ − R1 − � = −1  

lim�→�∞�(�) + � = lim�→�∞P�2 − 3� + � = lim�→�∞ dP�2−3�+�edP�2−3�−�eP�2−3�−� = lim�→�∞ ��P�2−3�−� = lim�→�∞ ��|�|R1−3�−�  

                        = lim�→�∞ ��−�R1−3�−� = lim�→�∞ R1−3�+1 = � 

5)  a) On a : ∀� > 0  −1 ≤ sin �� ≤ 1  ⇒  
� �� − 1 ≤ � �� + sin �� ≤ � �� + 1 ⇒ �(�) ≥ � �� − 1 

     b) + �(�) ≥ 32 �2 − 1      lim�→%∞ 32 �2 − 1 = +∞ $   ⇒   lim�→%∞�(�) = +∞ 

Exercice 10 

1)  �(−1) = 4 ; �(−2) = 3 ;  >(3) = 1 ;  >(4) = 0 ;  lim�→�∞�(�) = 2 ;  lim�→�4>(�) = +∞   

2)  �(9−2 , −17) = 93 , 47  et  >(93 , 47) = 90 , 17   alors (> о �)(9−2 , −17) = 90 , 17 lim�→�∞�(�) = 2%  et  lim�→�4>(�) = +∞    alors  lim�→�∞(> о �)(�) = +∞ 

3)  a) On a : � est strictement croissante sur 7−∞ , −17  
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alors pour tout réels w et x tel que w < x ≤ −1  on a : �(w) < �(x)  et  �(7−∞ , −17) = 72 , 47  et > est strictement décroissante sur 72 , 47  
alors >'�(w)( > >'�(x)(   alors (> о �)(w) > (> о �)(x)         

      b) Pour tout réels w et x tel que w < x ≤ −1  on a : (> о �)(w) > (> о �)(x) 

alors la fonction > о � est strictement décroissante sur 7−∞ , −17 
4)  On a : > о � est continue et strictement décroissante sur 7−∞ , −17 et (> о �)(9−2 , −17) = 90 , 17 
or  

�� ∈ 90 , 17  alors l’équation (> о �)(�) = ��  admet une solution unique y dans 7−2 , −19  
Exercice 11 

1)  a) Pour tout � ∈ 70 , 19 on a :  −1 ≤ sin z� ≤ 1  ⇒  −√� ≤ √� sin z� ≤ √� 

⇒  √���� ≤ √� �AB{F��� ≤ − √����   car � − 1 < 0   ⇒  √���� ≤ �(�) ≤ − √���� 
     b) �(0) = √0� − 2 × 0 + 0 = 0 
On a ∀� ∈ 70 , 19 ; √���� ≤ �(�) ≤ − √���� 

���
�� √���� ≤ �(�) ≤ − √����lim�→0+ √���� = 0                 

lim�→0+ − √���� = 0           
$     ⇒  lim�→,4�(�) = 0 

lim�→,.�(�) = lim�→,.P�� − 2� + � = 0 
lim�→,.�(�) = lim�→,4�(�) = �(0)   alors � est continue en 0 

      c) lim�→%∞√��(�) = lim�→%∞ � sin�̂�−1 = lim�→%∞ ����|� sin z�}, = 0 

lim�→�∞�(�) = lim�→�∞P�2 − 2� + � = lim�→�∞ dP�2−2�+�edP�2−2�−�eP�2−2�−� = lim�→�∞ ���P�2−2�−� = lim�→�∞ ���|�|R��)F��  
                   = lim�→�∞ �����R��)F�� = lim�→�∞ �R��)F%� = 1  
2)  a) t(�) = z(���)�         u(�) = �AB ��    ~�      �(�) = z√� 

On a ∀� ∈ ℝ%∗ \r1s ; (u о t)(�) = u't(�)( = �AB �(�)�(�) = �ABd{(F.S)F e{(F.S)F = �ABdz�{Fe{(F.S)F = �AB{F{(F.S)F  

�(�) × (u о t)(�) = z√� × �AB{F{(F.S)F = �AB{FF.S√F = √� sin�̂�−1 = �(�)  

     b) lim�→�t(�) = lim�→� z(���)� = 0  d’où  lim�→� �AB �(�)�(�) = 1  donc  lim�→�(u о t)(�) = 1 

lim�→��(�) = lim�→� z√� = ^    alors lim�→��(�) × (u о t)(�) = ^ 

par suite  lim �→� �(�) = ^  alors � admet un prolongement par continuité en 1 définie par la fonction � tel que  
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��(�) = �(�) si  � ∈ 70 , 19 ∪ 71 , +∞9�(1) = ^                                                         $ 
Exercice 12    

1)   

* lim�→%∞�(�) − (� − 2) = 0�    car pour tout � ≥ 2 ; �(�) − (� − 2) ≤ 0 

alors lim�→%∞ ��@(�)�(���) = lim�→%∞ ��@(�)��%� = +∞ 

* lim�→�∞�(�) − 1 = 0�    car pour tout � ≤ −2 ; �(�) − 1 ≤ 0 

alors lim�→�∞ ��@(�)�� = lim�→%∞ ��@(�)��%� = +∞ 

* lim�→%∞�(�) − (� − 2) = 0�  alors  lim�→%∞�(�) − � + 2 = 0�  alors  lim�→%∞ − �(�) + � − 2 = 0% 

alors  lim�→%∞'� − �(�)( = 2%   et  lim�→�4�(�) = −1   alors   lim�→%∞�'� − �(�)( = −1 

2)  a) (� о �)(�) = �(�(�)) 

� ∈ m@о@   ⇔   � � ≠ 0    �(�) ≠ 0$   ⇔   � � ≠ 0� ≠ −2� ≠ 1� ≠ 2 $    ⇔   m@о@ = ℝ\r−2 , 0 , 1 , 2s 
      b) (� о �)(�) ≤ −1  ⇒  �(�(�)) ≤ −1   ⇒   −1 ≤ �(�) < 0  ⇒  −2 < � ≤ −1  ou � = 2 �ℝ = 7−2 , −17 ∪ r2s 
3)  a) � ↦ −� est continue sur ℝ en particulier sur 70 , ^9 � ↦ ��AB �  est continue sur ℝ\r�^s ; � ∈ ℤ en particulier sur 70 , ^9 
� ↦ ���AB �  est continue sur 70 , ^9   
� ↦  � d ���AB �e   est continue sur 70 , ^9   alors g est continue sur 70 , ^9 
lim�→,4 ���AB � = lim�→,4 − �CDE FF = −1  or lim�→���(�) = 0  alors lim�→,4� d ���AB �e = −1   

alors lim�→,4>(�) = −1 = >(0)  alors > est continue à droite en 0 

lim�→z. ��|.{
�AB �GHI�4 = −∞  or lim�→�∞�(�) = 1  alors lim�→z.� d ���AB �e = 1 

alors lim�→z.>(�) = 1 = >(^)  alors > est continue à gauche en ^ 

conclusion > est continue sur 70 , ^9 et continue à droite en 0 et continue à gauche en ^  

alors > est continue sur 90 , ^7 
     b) Soit la fonction ℎ définie sur 90 , ^7 par ℎ(�) = >(�) − (� − 2) or > est continue sur 90 , ^7 alors ℎ est 

continue sur 90 , ^7 ; ℎ(0) = >(0) + 2 = 1  et  ℎ(^) = >(^) − (^ − 2) = 1 − ^ + 2 = 1 − ^ 

on a ℎ(0) × ℎ(^) < 0 alors l’équation ℎ(�) = 0 admet une solution dans 90 , ^7 par suite >(�) = � − 2 

admet une solution dans 90 , ^7. 
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