Correction continuité limites 4éme Mathématiques

Exercice 1

1) Pourtoutréekona:-1<cosx<1 = -1<—cosx<1 = 1<2—-cosx<3

= <
3 2—Cosx

<1=- <f(x)

. 1 .
2) Pour tout réek ona: < f(x) <1 = pourtout réek > Oona:isif(x) Si

1 1 1
—, - <=
= 3x — x(2—cosx) — «x
( i<;<l
| 3x = x(2—cosx) ~— x
. 1
411m——0 > lim ——=0
x—+00 3% x—+00 X(2—cosx)
. 1
L lim ==0
xX—+ooXx

x2+1

Pour tout réek on a% <fx)<1 > <+ 1Df)<x?+1

x24+1 x24+1

2 2
. < <x2+1 $x+1 >x+1
3 — 2—cosx — 2—cosx ~ 3
2 2
x“+1 x“+1
2 = x%41
—COS X 3 .
) = lim = +o0
lim x“+1 — 4o X—+00 2—COS X
x—>+o00 3
1 xZ+ <X 241 x2+1 xZ2+1 x2+1
Pourtoutréekona-<f(x) <1 > < < <
3 f( ) 3x2 f( ) 3x2 x2(2—cos x) x2
2 2
x“+1 xX“+1
=
x2(2—cos x) 3x2
2 2
x“+1 x“+1
2(2 )2 3x2 241
x2(2—-cosx x x
2 = lim —— =+

x—0 x2(2—cosx)

+1
lim 2 — =+
x—0 3X

Exercice 2

1) f(0)=0*4+3x0+1=1

1

2 2
_ (1 —=cosx)sin2x ~ 1—cosx sin2x

lim f(x) = lim = lim X =1

x—=0" x—0~ x3 x—-0~ x2 X

. _ . 2 _
xlgggrf(x) = leIgler +3x+1=1

lirg_f(x) = lirgj(x) = f(0) alorsf est continue enf.
X— xX—>

2) x — 2x est continue suR en particulier suf—oo, 0[
x — sin 2x est continue suf—oo, 0]

x — cos x est continue suR en particulier suf—o, 0[
x ~ (1 — cos x) sin 2x est continue suf—, 0[
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1 . . .
x = — est continue SUuR* en particulier suf—oo, 0[

(1—cosx)sin2x

X =
x3

est continue sur—o, 0[

x » x%+ 3x + 1 est continue suR en particulier sut0 , +oo[

et on af est continue e alorsf est continue suR.

Exercice 3

1) a) Pourtoutréekona:—1<sinx <1 = —-2<2sinx<2 = 3x—2<3x+2sinx <3x+2

=2>3x—-2<f(x)<3x+2

f(x) <3x+2 _
D)) lim 3x+2= -0 = xl_l,rflwf(x) =
X——0
f(x) =3x—-2 _
i 51— 2 40 = im0 = e
2) a)Ona:g(0) = %
- 1 L —1; X —1; 1. — l .
jlcl_r}(l)g(x) = lim -~ 9161_r>r(1) Py 9161_r>r(1) —3+25;nx - alors g est continue sur el
=
b) Pour toutr € |2, +oof ona:3x—2<f) <3x+2 = <<t
) Pour tou S tofona:3x < f(x) <3x s T S s
X X X
3x+2 = 1205) = 32—z CArX >0 = 3x+2 Sg() = 3x—-2
{ X X
| 3x+2 =g() = 3x-2
. x 1 . 1 . ) 2 . 1
C) 4 xlllllw ieiz 3 = xllrfwg(x) =3 alors la droite d’équatioy = 5 est une asymptote
m = l
x—+00 3X—2 3

horizontale a la courbe geau voisinage de-co.
Exercice 4

1) Ona:f(0)=0+1—-v02+1=0

1

_ —_
lim F(0) = i sin x? . 0 sinx2 0
im f(x) = lim = lim X X =

x—>0‘f x—-0" X x—0~ .X,'z
limf(x) = limx+1—-+/x24+1=0

x—>0+f( ) x-0%

lir(l)q_f(x) = lirrif(x) = f(0) alorsf est continue ef.
X— X—

. . . x+1-Vx2+1)(x+1+Vx2+1 . (x+1)%2—(x%+1
2) 11mf(x)=hmx+1—\/x2+1=11m( X )=11m#
X400 X400 X400 x+1+Vx2+1 X—+0o X+1+Vx2+1
. 2x . 2x . 2x . 2x
= lm—\/2—=11m—1=11m—1=11m—
x—+woXx+1+Vxe+1 x—>+oox+1+|x| 1+x_2 X400 414y ,1+x_2 x—>+oox<1+%+ 1+i2>
X
. 2
= lim =1

1 1
XoF0 1424 (14—
X X

3) Pourtoutt <O0ona:—1<sinx*<1 = is ~

sin x2 1

X

S—% carx<0=>%sf(x)s—
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(t<fG)<--

I
4 lim = =0 = lim f(x) =0

X——0X X——00
. 1
L lim —==0

b

X——o0
Exercice 5

1) * x » 1 — x est continue SUR en particulier sur |—oo, 1[ et pour tout x € |- ,1[ona:1—x >0
x + /1 — x est continue sur—oo, 1]

x — x? est continue SuUR en particulier sur |—oo, 1]

x = x% —+/1—x est continue suf—oo, 1|

* x » mx? est continue SR en particulier sur |1, +oo[

x — sin(mx?) est continue sul , +oo|

x ~ x? est continue sUR en particulier sur 1, +oo[

x — x? + sin(mx?) est continue sul , +oo[

alorsf est continue sur chacun des intervajleso, 1] et]1, +oo[

* f(1) =12 +sin(n) =1

i £ = Ji® VT =5 =1

xli_}r{1+f(x) = xli_}r{1+x2 + sin(mx?) = 1

Ona: lim f(x) = lim f(0) = (1)

alors f est continue ef

* Conclusion f est continue sui.

2) avx>1ona:—-1<sin(mx?) <1 = x?>—-1<x?+sin(mx?) <x?+1

> x2-1<f(x)<x*+1

b)Onavx >1

fx) =x* -1 _
lim x2 — 1= +oo = lim f(x) = +oo
i = i 2 _1—x =1 (PVI—x)(P4+Vi=x) _ .. xt-14x x4(1_xi4+xi3)
3) xl—l}zloof(x) - xl_l}Ilwx 1 x= xl_lgzloo x2+V1_x B xl—l>rpoo x2+\/ 1-x - xl—l}zloo x2(1+\/1;_x)

Exercice 6
f(-1, 1D =[-1,1] (fog)(-,1]) =f([-1,0[) =]0,1]
Jim (gof)(x) =0 Jim (fog)(x) =0

Exercice 7

1) a) xl_i)rpwf(x) = xl_i}rzloo ’Sx2 +x+2=+4o
400
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b) Pourtoutt >0ona:—1<cosx<1 = -1<-cosx<1=0<1-cosx<?2

> 0<vVIi—cosx<v2 = 0<2VI—cosx <2V2 = 0 < 2Ylzcosx 1;cosx<£ carx > 0

> 0<f) <22
0<f(0) <22
= lim f(x) =0
lim == 22 =0 X2t
xX—+w X
2)

* x » 3x% + x + 2 est continue SuUR en particulier sur ]|—oo, 0[ et pour tout x € ]—o0, 0]
3x2+x+2>0carA<0
* x = 1 — cosx est continue suR en particulier sur ]0, +o] et pour tout x € J0, +o0] ;

0<1—-—cosx<2=>1—-cosx=0
x —~ 2V1 — cos x est continue su , +o]
x P i est continue sUR* en particulier sur |0, +oo]

X e @ est continue sy , +oo]

alorsf est continue sur chacun des intervalleso, 0[ et]0, +oo[

*f0)=v3x2+x+2=0

_ 2vl—cosx __ . VI—cosx __ 1—cosx

hm S = xl}rlf(l)+ — = xl}g(lﬁZ = hm 2 / =2 xf ==
lim f(x) = lim v3x2+x+2=0

x—>—0" x—->—0"

lirr(l)_f(x) = lirr(1)+f(x) = f(0) alorsf est continue efl
xX—— xX——

* Conclusion f est continue sui.

Exercice 8
2

X
1) xeD & {EZO @{iiizg alorsDy = |1, +oo[

x+1+0

2) hm J&) = lm 2 +00

1+ x+1
. . x2
lim f(x) = lim [— =4
X—+00 x—+oo\ x+1
[22 lx] x
. X . . .
lim 2% = im ¥ = |jym B = iy EE i =0
x>+ X x—>+0wo X X—>+0 X x—>+0 X x—+wo VX+1

xZ
lim f(x) —x= lim [— —x = lim —XxX =—00
x—>+oof( ) x—-+0o\ x+1 x>+ VX+1

2
3) x » ﬁ est continue suR\{—1} en particulier suf—1, +oo[ et pour toutx € |—1, +oo[ ; %

2

X ﬁ est surj—1,+oo[ alorsf est continue suf—1, +oo[
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Exercice 9

1) £(0)=v02—=3x0=0

lim f(x) = limyx?—-3x=0

x—-0" x—-0"

lim f(x) = lim Ex2 +sinx? =0

x-0%t x—0% 2

liIgl_f(x) = lirggrf(x) = f(0) alorsf est continue eq.

xX— X—

2) x — x% — 3x est continue suR en particulier suf—co, 0[
2_3x=x(x—3);x>-3x=0x=0 oux=3

X|—0 0 3 +o0

2 — Bx‘ + — +
et pour toutc € ]—,0[ ona x? —3x > 0
x = x% —3x estcontinue su—, 0 alorsf est continue sur—o, 0[
3) a)Ona:vx >0 u(x) =x? et v(x) = sin(x?)
alors v(x) = sin(u(x))
b) x ~ x? est continue suUR en particulier sut0, +oo[ alorsx ~ u(x) est continue sui0 , +oo[
x - sin(u(x)) est continue sul0 , +oo|

alorsf est continue suj0 , +oo[

4) lim f(x) = lim /xz —3x =+
+0o0

3
] X ; Vx2-3x ; x| 1= ; —x 1= ) 3
llmﬁzllm—zhm—zhm—zllm— 1—=-=-1
X—=>—on X X——0 X X——0 X X—>—0 X X——00 X

(v x2 —3x+x) (v x2 —3x—x)

—-3x

1 +—1\/x2 3x+x=1i = lim ——— = lim ——
m f(x) X m T xlmoo Jx2—3x—x xlmoo\/xz 3x—x xeroo x| 1-3_x
= lim —%— = lim —— =23
x_’_w—xfl—%—x xX=me 1—%+1 2
3
5)a)Ona:Vx>0—1§sinx2s1:>Ex —-1<- x + sin x? x +1:>f(x)> x?—1
fey=3x*—1
3 = lim f(x) = 4o
lim xz —1=+4o X+
mﬁwz
Exercice 10

DfED=4f(=2)=3;9g@)=1; g4 =0; lim f(x) =2; lim g(x) =+
2) f([-2,-1]) = [3,4] et g([3,4]) =[0,1] alors(g o f)([-2,-1]) =[0,1]
xl_i)rzloof(x) =27 et xligl)fg(x) = +oco alors xl_i)rzloo(g 0f)(x) =+

3) a) On a :f est strictement croissante $too , —1]
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alors pour tout réels eth tel quea < b < -1 ona:
f(a) < f(b) et f(]—o,—1]) =]2,4] etg est strictement décroissante §2iy4]
alorsg(f(a)) > g(f(b)) alors(g o f)(a) > (g o f)(b)

b) Pour tout réelg etb tel quea <b < —1 ona:(gof)(a) > (gof)(b)
alors la fonctiory o f est strictement décroissante $uro , —1]

4) Ona g o f est continue et strictement décroissantd sas, —1] et(g o f)([-2,—1]) = [0,1]
: 1 : :
or %e [0,1] alors I'équatior(g o f)(x) = 5 admet une solution uniquedans]-2, -1

Exercice 11

1) a) Pourtoutxe]o,l[ona:—lSsin§§1 = —ﬁsx/}singsﬁ

xX— x—1 x—1 x—1
b) f(0) =v0?2-2%x0+0=0
OnaVvx € ]0,1[; £<f(x) < _x_\/}l
( Vx Vx
M < < Y
x—1 " f(x) - x-1
Vx o . _
i 25 = > lip [0 =0
. Vx
lim ——— =
\ xo0t  x—1
lim f(x) = limyx?—-2x+x=0
x>0~ x>0~
lirgl_f(x) = lirglJrf(x) = f(0) alors f est continue efl
x— x—
. 1 0
i . xsing 2"‘_‘“2_
O i Vf () = lim S5 = i csing =0
_ T2 oo . (\/x2—2x+x)(\/x2—2x—x) _ —ax —2x
hm f(X) hm x 2xX+x= xllmoo Vx2—2x—x xllmoom —x xll’IPOO x| [1-2-x
—-2x 2
= lim ————= lim ——=1
Xm0y [1-2-x X770 1-249
n(x 1) __sinx _
2) a)ulx) = v(x) = — et w(x) = v
i sin(T&=L) sin(m-Z sinZ
On avx € R\{(1} 5 (v 0w (x) = v(u(x)) = T = L B B
- sing sin% \/_Sll’l
w(x) X (vou)(x) =X mwen = x_\/—}l =21 * = f(x)
. _oyeom(x—-1) y o~ 7. Sinu(x) _ . _
b) }Cllr%u(x) = ,ICI_IH =0 dou }CI_I)I} a0 1 donc jlcl_rg(v ou)(x) =1

. —im E — . _
jlcl_rgw(x) = ,ICI_IH\/E T alorsjlcl_r)riw(x) X(wou)(x)=m

par suitelim1 f(x) = m alorsf admet un prolongement par continuitéletéfinie par la fonctior tel que
xX—
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{(p(x) =f(x)si x€]0,1[U]1,4oof

(D) =m
Exercice 12
1)

* xliIPoof(x) —(x—2)=0" carpourtouk >2;f(x)—(x—2)<0

. -1 ) -1
alors im ————— = lim 40

x>0 FOO)—(x=2)  xotoo f(X)—x+2 -
* lim f(x) —1=0" carpourtout < —2;f(x) —1<0
X—>—0w0
1 . -1

alors lim = = M o~ T

* lim f(x) —(x—2) =0~ alors lim f(x) —x+2=0" alors lim — f(x)+x—2=0"
X—+0o0 X—+o0 X—>+00

alors lim (x — f(x)) = 2% et lim f(x) = -1 alors Jim f(x = f(x)) = -1

2) a) (fof)(x) = f(f(x))

x#+0
x#0 x # —2 _
xEDfOf {f(x)io And x¢1 < Dfof_[R\{_Zlollrz}
X # 2

D (fof)x)<-1= fF)<-1 = -1<f(x)<0 = —-2<x<-1 oux =2
Sp =1-2,-1] U {2}
3) a)x » —x est continue SUR en particulier suf0, [
x P ﬁ est continue suR\{kr} ; k € Z en particulier su}0 , [

x ~» —— est continue suo , 7|
sinx

xe f (ﬁ) est continue sUf, [ alors g est continue s{0r, 7|

—x .
im — = lim —
x—0t sinx x—-0%t

. . —-X
smx = —1 Or,}irfllf(x) =0 a|OI'lel>rgl+f (Sinx) =—-1

X

alors 1ir(r)1+g(x) = —1 = g(0) alorsg est continue a droite &n
X—

= —oco or lim f(x) =1 alors lim f (_—x) =1
X——00 X—T

sinx

alors lim g(x) = 1 = g(m) alorsg est continue a gauche gn
X—-T

conclusiong est continue sU0 , [ et continue a droite ehet continue & gauche an
alorsg est continue sy, ]
b) Soit la fonctionh définie sur0, ] parh(x) = g(x) — (x — 2) or g est continue syi0 , r] alorsh est
continue suf0, 7] ; h(0) =g(0)+2=1eth(n) =gn)—-(n—-2)=1-n+2=1—-=
on ah(0) X h(m) < 0 alors I'équatiorh(x) = 0 admet une solution daf@, ] par suiteg(x) = x — 2

admet une solution daf8, ].
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