Continuité et limites 4™ Mathématiques

-

Dans tous les exercices le plan est rapporté a uaepere orthonormé(0,t,j).

Exercice 1

1
2—cosx

Soitf la fonction définie suR par :f (x) =

1
1) Montrer que pour tout réel: - < f(x) <1

x2+1 ] xZ+1

2) En déduire les limites suivantedim ——— m—-————-—-—
x—+00 X(2—cos x) X—>4002—C0SX x—0x2(2—cosx)

Exercice 2

. o flx) = (1_Cosx3) SNZX i x < 0
Soitf la fonction définie par x

f(x)=x24+3x+1 si x=0

1) Montrer quef est continue ef.
2) Montrer quef est continue SsuR.
Exercice3
Soitf la fonction définie suR par :f(x) = 3x + 2sinx
1) a)Montrer que pour tout réel: 3x — 2 < f(x) < 3x + 2
b) En déduire les limites suivante}?_i)rpoof (x) et xl—i>I-r|-loof (x)
% si x#0

1 )
- si x=0
5

2) Soitg la fonction définie suR par :g(x) =

a)Montrer queg est continue sur eh

X

2 X
- e < <
b) Montrer que pour tout € ]3 , -|-00[ ona: a2 — g(x) =30

c) En déduireliril g(x) etinterpréter graphiquement le résultat obtenue
X—+oo

Exercice4

fx)=x+1—-vx?2+1 six=0
Soit f la fonction definie par ( sin x2

flx) = si x<0

X
1) Montrer quef est continue ef.

2) DéterminerlirP f(x).
X—>+0

1 1 .
3) Montrer quevx <Oona - < flx) < —— eten déduirelim f(x).
X—>—0

Exercice5

fx)=x?—+V1—-x si x<1

Soit f la fonction définie par
4 g {f(x) =x? +sin(mx?) si x>1

1) Montrer quef est continue SuR.
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2) a)Montrerquevx > 1onax?—1< f(x) <x?+1
b) En déduirexl_i)rlloof(x).
3) Déterminerxlirpwf(x).
Exercice 6
On considere deux fonctioifset g définies par leurs courb&$ et C, ci- dessous représent¢

: Cr 5 C

La droite d’équatiory = 0 est une asymptote a la cou C,
Déterminer graphiquemefi{[—1,1]) (fog)(]—=,1]) lim (gof)(x) lim (fog)(x)
X——0 X——0

Exercice 7

(x)=V3x2+x+2six<0

f
Soitf la fonction définie pary e pp——
{f(x) = ZVi—cosx xcosx si x>0

1) a)Déterminerlim f(x)
X—>—00

b) Montrer que poux > 0ona: 0 < f(x) < 2x£ et en déduire lim f(x)
X—>+o0

2) Montrer quef est continue SuR.

Exercice 8

2
On considére la fonctiofi définie pa: f(x) = xxj

1) Préciser le domaine de définition f.

2) Calculer lim f(x) lim f(x) lim fix) et lim f(x) — x
x->—1*% X400 x—+0 X X400

3) Montrer quef est continue suf—1, +oof.

Exercice9

f(x)=vx?2—-3x si x<0

3 ) ) et SoitC; sa courbe représentative
fOx) =Zx*+sinx? si x>0 !

Soitf la fonction définie par{

1) Etudier la continuité dg en0.
2) Montrer quef est continue sur—oo, 0]
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3) Onpose&rx > 0 u(x) = x? et v(x) = sin(x?).
a) Ecrirev sous la forme d’une fonction composeée.
b) En déduire qug est continue suj0 , +oo[

f)

4) Calculerlim f(x) lim —= et lim f(x) +x
X—>—00 X—>—0n X X——00

5) a) Montrer qu&/x > 0 ona:f(x) = %xz —1
b) En déduirgl_i}rpwf(x).
Exercice 10
On considere deux fonctioifset g définies par leurs courb€s et C, ci- dessous représentées.
La fonctionf est définie suf—o,—1] et la fonctiong est définie suf2, 4].
1) Donner graphiquemenf(—1) f(-2) g(3) g4) xlirzlwf(x) xligl)rg(x)
2) Déterminego f)([-2,—1]) et xl_i}rpw(g of)(x).
3) a) Montrer que pour tout réelseth tel quea <b < —1 ona:(gof)(a) > (go f)(b)
b) En déduire le sens de variationgdef sur]—oo, —1].
4) Montrer que I'équatiog o f)(x) = % admet une solution uniquedans]—2, —1][

M

Exercice 11

Vx sinZ
flx) = x—1x six€]0,1[U]1, 4]

f(x) =Vx?—-2x+x si x € ]—w,0]

1) a)Montrer que ¥x € ]0,1[ on a :% <f(x)< —x—‘/i

Soit la fonctionf définie surR\{1} par :

b) Montrer quef est continue eq.
c) Calculer lim Vxf(x) et lim f(x)
X—>+0 X—>—00

2) Soit les fonctions, v etw définies suiR} \{1} par

u<x>=@ 00 =% ot W) ==

Vx

a) Vérifier que :vx € Ri\{1} ona:f(x) = w(x) X (v ou)(x)
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b) En déduire qu¢ admet un prolongement par continuitélen
Exercice 12 1
La courbe ci-contre est celle d’'une fonctjpdéfinie ,
et continue suR*. Les droites d’équations : _ |

y=1,x=0ety =x— 2 sont des asymptote<a.

1) Par lecture graphique calculer : —
l L . l )
Ao —x+2 A ey —1 RS S) o

2) a)Déterminer I'ensemble de définition de la fonctfoa f.

e T T

b) Résoudre graphiquement I'inéquatiaifo f)(x) < —1
_ _ - f(si_nxx) si x €]0,x[
3) Soit la fonctiory définie par g(x) ={ 17" & , =0

1 Si x=m

a) Montrer que g est continue dur, «].

b) Montrer que I'équatiog (x) = x — 2 admet dan§0 , 7] au moins une solution.
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