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EXERCICEI 1 (3 poim‘s). QCM voir page 3

EXERCICE] 2 (6 points). ABD est un triangle équilatéral, 1,0, J sont les milieux
respectifs des segments [AB], [BD] et [AD] A

et soit C le symétrique de A par rapport J
a (BD) et K est le milieu de [DC].Soit D
f I'isométrie du plan vérifiant :

e f n'admettant pas de points fixes,

o f(A) =Bet f(I) = O. 5

1— Montrer que f est une symétrie glissante.

2— Montrer que O est le milieu du segment [B, f(B)] puis déduire f(B).
3— a— ldentifier I'isométrie du plan qui envoi A en B, Ben D et D en A.
b— Déterminer I'image du triangle ABD par f puis déduire f(D).

4— Soit g = t5; o f ol t; la translation de vecteur D—>J

a— Montrer que g(B) = J
b— Déterminer g(1) et g(O) puis identifier g.
c— Déduire que f = S(j0) o 3 ol S(jo) est la symétrie orthogonale d'axe (JO).

: : e 1
EXERCICE] 3 (6 points). Soit f la fonction définie sur [0, +-oo par f(x) = [Rv———:
X 4 X
et on_>note % sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé
i

—
J

9

(O; )

1— a— Etudier les variations de f puis donner son tableau de variation.
, . X . . '
b— Montrer que I'équation f(§> = x admet une solution unique « dans l'intervalle

[0, +00] puis vérifier que a < 1.
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2— a— Montrer que f'([0, +00[) = [-1,0[.

b— Montrer que pour tout réel positifs x, on : \f(g) —al < %|x — qf
3— On considere la suite (U,) définie par: Ug =0et U,y = f(%)

a— Montrer que pour tout nden €N, ona U, > 0.

b— Montrer que pour tout nde n € N, on a: |U, — a| < %

c— Montrer que (U,) est convergente.

EXERCICE | 4 (5 points). Soit ¢ la fonction définie sur [O, g [ par: ¢(x) = l+4tanXx

1— a— Montrer que ¢ réalise une bijection de [O,g{ sur [1,400[. On note ¢! la
réciproque de .

b— Montrer que ¢! est dérivable sur [1, +o0],
1

/
c— Montrer que pour tout réel x de [1]4o0], (90_1) (x) = m
X —_

2— Soit u la fonction définie sur I'intervalle }0, g} par u: x —> 1 + cot Xx.

Déterminer u(]O, g])

3— Soit ¢ la fonction définie sur }O, g} par : Y(x) = x + ¢ (1 + cot x)
a— Montrer que ¢ est dérivable sur }O, g}
b— Montrer que pour tout réel x € }O, g} ona: (x)=0

c—= Calculer w(%) puis déduire I'expression de 1)(x) en fonction de x.
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QCM

Pour chacune des questions suivantes une seule réponse des trois réponses proposées est
exacte. Aucune justification n’est demandée.

1— Le plan complexe est rapporté d un repere orthonormé direct et soit T I'application du
plan dans lui méme qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z = —iz, alors
T est :

(a)] une homothétie
(b)[J une symétrie glissante

(c)lJ symétrie orthogonale

2— B, C et D sont trois points non alignés du plan orienté:

a— Soit R = Ssc) o S(ep) 0 tzz alors R est une
(a)[J rotation
(b)] translation
(c)L symétrie glissante
b— Soit ¢ I'isométrie du plan telle que »(B) = C, p(C) =D et ¢(D) = B, alors ¢ est une
(o) symétrie orthogonale
(b)] translation

(c)L] rotation ou symétrie glissante
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CORRIGE DU DEVOIR DE SYNTHESE # 1

ANNEE SCOLAIRE 2010-2011
PR BEN FREDJ SOFIANE

SOLUTION| 1. 1— ¢

2— a
3— b
SOLUTION I 2. ABD est un triangle équilatéral,
- : A
[, O, J sont les milieux respectifs des segments J
[AB], [BD] et [AD] et soit C le symétrique de A D
par rapport a (BD) et K est le milieu de [DC].
Soit f I'isométrie du plan vérifiant :
K
e f n'admettant pas de points fixes,
o f(A)=Betf(l)=0. B C

1— f est une isométrie sans points fixes alors elle est une translation ou une symétrie glissante. Sup-
posons que f = t, comme A < S Bet 1 5 O alors AB = 10 alors (AB) || (10) ( c'est absurde

Donc f est une symétrie glissante.

>~ Al—18 équivaut 3 F(A)f(1) = f(1)f(B) équivaut 3 BG = Of(Bi.
Comme BO =/0D alors OB = Of(B) alors f(B) = D.

3— a— Une isométrie est parfaitement déterminée par la donnée de trois points non alignés et leurs
images respectives, alors une telle isométrie est unique. Comme les médiatrices respectives des
segments [AB],[BD] et [DA] sont concourantes alors cette isométrie est une rotation d'angle
non nul (Car elle est différente de I'identité f(A) # A).

b— ABD est un triangle équilatérale, son image BDf(D) par f est un triangle équilatéral alors
f(D) € {A, C} d'apres la question précédente f(D) # A (si non f sera une rotation) et par la
suite f(D) = C.

f s
4— a— B+—— D = Jalors g(B) = J.

f L[
b— e | — O — lalors g(I) =1,
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e 0O +— K = O (0 = Bx*D implique f(O) = D % C implique que f(O) = K) donc
g(0)=0

g # id ( puisque f(B) # B) et O, | sont invariants par g alors g est une symétrie orthogonale

d’axe (Ol).

c— Comme g =t5;0f alors f = t;3 0 g donc f =t53 0 So.
Notons f' = Sg, o 53, alors :
o f'(A) =Sp(J) =B,
o f'(I) =Se(0) =0,
e f(0) =So(K) =K

f" et f coincident en trois points non alignés alors elles coincident par tout donc f = f'.

/
—(1—|—X—|—X2> 1+2X

SOLUTION| 3. 1— a— e f/(x) = =

2
<1—|—X+X2> (1—|—x+x2>
e Pour tout réel x > 0 f'(x) < 0, f est strictement décroissante sur [0, +00]
o f(0)=1et lim f(x)=0
X—>+00

e Le tableau de variation de f est :

b— On pose g(x) = f(3) — x.
e Pour tout réel x >0 g(x) = 3 x f'(3) — 1
e g'(x) < 0sur[0,+oc0] alors g est strictement décroissante sur [0, +-00[
e g est continue et strictement décroissante sur [0, 400| alors elle réalise une bijection de
[0, +00] sur g([0, +00[) =] — 00, 1] (car g(0) =1 et IiT g(x) = —0)
X—> 100
o 0 € g([0,+00[) =] — o0, 1]

Alors |'équation g(x) = 0 possede une solution unique « dans [0, +-00|

—1—2x+ (1+x+x)? 3>+ 2x* +x4

- >0 et
Tt %12 Trxt 7 = et comme

2— a— Pour x > 0, on a :f'(x) +1 =

f'(x) < 0 sur [0, +o0] alors :

pour tout x > 0, —1 < f'(x) <0

b— e f est dérivable sur [0, +o00|
e pour tout réel x >0, [f'(x)| <1
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e > et 5 sont positifs
D’apres le théoreme des inégalités des accroissements finis alors :
5 - (3l <153
1
Donc [f(3) —af < 5 x |x — af
3— a— On procede par récurrence :

e Initiation :ag = 0 alors ag > 0 vraie pour n =0

e Héréditaire : Soit n € N, supposant que a, > 0.
Comme f est positive sur [0, +oo alors f(5) > 0 donc a,41 > 0.
e Conclusion Pour tout n € N, a, > 0.

b— On procede par récurrence :

o 1 :
e Initiation :J]ag — a| = a et a < 1 alors |ag — a] < % donc vraie pour n =0

- : 1
e Héréditaire : Soit n € N, supposant que |a, — a| < o0
1 o 1
Comme |a 11 —a] < §|an — af (D'apres 2 — b— ) donc |ap+1 — af < ol
: 1
e Conclusion Pour tout n € N, |a, — a| < o0
1 D g .
c— lim —=0dou lim |a,—a|=0donc lim a, =«
n—+oco 2N n— 400 n—+00

SOLUTION | 4. . On note | = [0, 5]

1— (a) ¢ est dérivable sur | et pour tout réel x € I, ¢'(x) = 1 + tan x.
Pour tout réel x € I, ¢'(x) > 0 d'ol ¢ est strictement croissante sur .

© est dérivable et strictement croissante sur [, alors elle réalise une bijection de | sur

o(l) = [@(O), lim o(x) [ = [1,400[ puisque lim tanx = +o0.
x—=5 " x—=5"

(b) ¢ est dérivable sur | et ' ne s’annule par sur | alors ¢~ est dérivable sur (1) = [1, +o00].
1

s@’(@‘l(t)) |
Ona ¢/(x) =1+tanx et tanx = ¢(x) — 1 d'oll ©'(x) =1 + (ap(x) — 1)2.

/
(c) Pour tout réel't > 1, on a :(ap‘l> (t) =

2
pour tout réel t > 1, on a cp’(gp‘l(t)> =1+ (ap(gp_l(t)> — 1) =1+ (t—1)%
Donc

/ 1
pour tout réel t > 1, (SD_l) (t) = 1+ (t—1)2

2— On note J =]0, 5]. La fonction u est dérivable sur J et pour tout réel x € J, u'(x) = —1 — cot®x.
u’ est strictement négative sur J alors elle est strictement décroissante sur J.

U est continue et strictement décroissante sur J alors u(J) = [u(g), lim u(x)| = [1, 4o0[ puisque
x—0

lim cot x = +00.
x—0t
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3—

(a) La fonction u est dérivable sur J et u(J) = [1,4+o00[ et ¢! est dérivable sur [1,+o0] alors
la composée ¢! o u est dérivable sur J et par la suite 1) est dérivable sur J comme étant la
somme de deux fonctions dérivables.

(b) Pour tout réel x € J,

/

Y = 1+ (97 ou) 60 =1+ 069 x () (u(x)

2
u’(x) 1+ (U(X) - 1) +u'(x) cot 2x — cot °x
1

= 1—'— 5 = 5 = 5 == 0
1+ <u(x) - 1) + <u(x) _ 1) 1+ (u(x) < 1)
=2 —1(1 ff):z -1(2
(@ ¥(3) =7 +v (1+eot3) = Z+672.

Par ailleurs ¢1(2) = x alors 1 + tan x = 2 alors tan x = 1 et comme x € | donc x = %

m m

oo () -

onc v 2 5
Pour tout réel x € J, ¢/(x) = 0 donc 1 est constante sur J et comme 1/)(%) = g donc :

Pour tout réel x € J, ¥(x) =

NI
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