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Le sujet comporte 3 pages numérotée de 1 a 3

EXerCICE 1. (3 points) QCM Voir feuille annexe (Page 3).

EXERCICE 2. (3 points) L’espace est rapporté & un repére orthonormé direct (O;_L'>
On donne les points :

%
7k

).

H H

A(1,0,2),8(0,0,1),C(0,—1,3) et £(0,2,3)

— (a) Vérifier que ABAAC = AE

(b) Vérifier que z — 2y — z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
(c) Calculer le volume 7" du tétraédre ABCE

2— Soit h I’homothétie de centre £ et de rapport %

(a) Montrer que le plan P’ d’équation = — 2y — z + 5 = 0 est I'image du plan (ABC) par *.

(b) Déterminer la distance du point £ au plan P’ puis déduire I’aire du triangle 4'8'C" ot A, B’ et
C’ sont les images respectives de A, B et C par &.

EXERCICE 3. (4 points) Une entreprise d’autocars dessert une région montagneuse. En chemin,

les véhicules peuvent &fre bloqués par des incidents extérieurs comme des chutes de pierres, la présence
de troupeau sur la route, etc. Un autocar part de son en’rr‘epof on note D la variable aléatoire qui
mesure la distance en kilométre que |'autocar va parcourir jusqu’a ce gu’il survienne un incident. On

_bh2
admet que D suit une loi exponentielle de paramefre A = “55~.

On donnera les résultats sous forme exacte
1— Calculer la probabilité que la distance parcourue sans incident soit :
(a) comprise entre 50 et 100 km;
(b) supérieure a 300 km.

2— Sachant que I'autocar a déja parcouru 350 kilometres sans incident, quelle est la probabilité qu’il
n’en subisse pas non plus au cours des 25 prochains kilometres?

3— L’entreprise possede 24 autocars. Les distances parcourues par chacun des autocars entre I’entrepot
et le lieu ou survient un incident sont des variables aléatoires deux deux indépendantes et de mémé

loi exponentielle de parametre A = eg 2 On note X la variable aléatoire égale au nombre d’autocars
n’ayant subi aucun incident apres avoir parcouru 100 kilometres.
(a) Donner la loi de probabilité de X.

(b) Donner le nombre moyen d’autocars n’ayant subi aucun incident aprés avoir parcouru 100
kilometres.
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EXERCICE 4. (4 points) Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O; 7

7
cm comme unité graphique.)

). (On choisira 2

H

Soit & I’ensemble des points M de coordonnées (z,y) tels que : 3(z + 1) + 4y? = 12.

1— (a) Montrer que ¢ est une ellipse que 'on précisera le centre et les sommets.

(b) Construire & .

(c) Déterminer les foyers, les directrices et I'excentricité de & .

: . . - ) > =
2— Soit M un point de & de coordonnées (z,y) tel que la mesure principale 6 de I'angle (—L>,OM)
appartient & I’intervalle [0, 7].

1
(a) Démontrer que OM = 5(3 —z).

3

2+cos B
(c) La droite (OM) recoupe & en M’

Déterminer la valeur maximale et la valeur minimale de la distance MM’.

(b) Montrer que OM =

EXERCICE 9. (6 points) Soit £ la fonction définie sur I'intervalle [0, 4o par :

1
/(x):$+1e_; siz>0etf0)=0

T

On note (C) la courbe représentative de / dans le plan rapporté un repére orthonormé (077)

1— (a) Etudier la dérivabilité de / a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
(b) Etudier les variations de /.

(c) Montrer que / posséde une fonction réciproque 2~ définie et continue sur un intervalle que I'on
précisera.

(d) Tracer (C) et (C') ot (C') est la courbe représentative de £~1 (On pourra préciser en particulier
la demi tangente & (C’) & Iorigine).

2— X étant un réel tel que 0 < X < 1.

1
(a) Calculer I'intégrale G(X) = /X tf (t)dt.
On pourra chercher une primitive sur I’intervalle ]0, +co[ de la fonction ¢t — ££/(t).

1
(b) On pose F(X) = /X J(t)dt. Exprimer F(X)+ G(X) & I'aide de X.
(c) Déduire Iexpression de F(X) & I’aide de X.

3— Calculer I'aire de la parie limitée par (C) et (C’) et les droites d’équations z =1 et y = 1.
L— m étant un entier naturel tel que n > 2.

a) Montrer que I’équation /(z) = — possede une solution unique a, dans I'intervalle ]0, +-oof.
mn
b

) Montrer que la suite (ay,) est décroissante puis qu’elle est convergente.
c) Caleuler lim  ay,.

m——400

(
(
(
(d) Montrer que lim aph (n)=1.

m—-4-00

2 |



FEU”_LE ANNEXE Nom oo
A RENDRE AVEC LA COPIE

Pour chaque question, une seule réponse est exacte, les trois parties 1, 2 et 3 sont indépendantes.
Cocher la bonne réponse, aucune justification n’est demandée.

1— Une étude sur la durée du service a la caisse d’un marché d’alimentation a donné les résultats
ci-contre.

t | 120 | 240 | 360 | 420
r|0,3]0,5|0,66]|0,75

n est la proportion de clients servis en une durée inférieure a t (en secondes).
(a) La covariance du sérine statistique (¢, ) vérifie :

(O)D cov(t,p) =0

(b)D cov(t,p) >0

(c)] cov(t,p) <0

(b) On pose /= —bh (1 — ). Une équation cartésienne de la droite de régression de / en t est :

(a)[] £ =0.076 — 0.0035¢
(b)[] £ = —0.076¢ + 0.0035
(c)J £ = —0.076 + 0.0035¢

2— La solution de I’équation différentielle ¢/ + yfh 2 = & 2 avec y(0) = 2 est la fonction :
@y zs1-27
by z—1427
()dys 214277

2
3— Le domaine de définition de la fonction z — <:c$—|;:c1 ) est :

(a)[J 10, +o0]
(b)L] ] —1,0[U]1, +oo]
(c)J [—1,0[U]1, 40
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CORRIGE DU DEVOIR DE SYNTHESE # 3
ANNEE SCOLAIRE 2011-2012
QUATRIEME MATHS

SOLUTION 1. .
1— (a) Réponse (b)
(b) Réponse (c)
2— Réponse (c)
3— Réponse (b)

SOLUTION 2. .

Ono:/@( )e’r,@(l)e’rporosu"re/@/\ﬁ —‘_1 _1’ (21)
—1 1

—1
d’autre part AE ( )
1

(b) Les coordonnées de chacun des points A, B et C vérifient I’équation z — 2y — z + 1 = 0.
(c) Le volume 7" du tétraédre ABCE en unité de volume est égal a :

(AB A AC).AE] _ AE?
- —

7=
7 6

=

1
2— Soit h I’nomothétie de centre £ et de rapport 3

(a) L’image d’un plan par une homothétie est un plan qui lui est paralléle, alors P’ est d’équation
x—2y—z+d=0

zg = 3(zg —zg) +2£ =0
On note B' = ~(B) adlors : { yg :%(95—9E>‘|‘£¢E:%
z2p = 3(25 —2¢) + 2 = §
CommeB’EP’olors:D—le—g ;+k—0donck—5.

0—2x2-3+4+5 2 6
(b) La distance de £ & P notée d, ona: d= | . + | il £
12422412 B 3

> 77

On note 7"/ le volume du tétraédre £A'B'C’ dlors 77/ = 57 = 59
o dx .o . . 6
D’autre part 77/ = ol .o/ est |’aire du triangle A’'B'C’ donc : .o/ = %
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SOLUTION 3. .

50 b2 100 he 1 1 1
1- (@) p(50 < D < 100) = &304 — =104 = .50 _¢ - 50 =5-1=1
300 he 1
— X—
(b) p(D>300)=e 50 =&

2— On note les événements :
A : 'autocar a déja parcours 350 km sans incident, soit A : D > 350;
B : I'autocar ne subit aucun incident au cours des 25 km prochains, soit B : D < 375.

On remarque B C A, la probabilité cherchée est :

Wi

o~ 375 Rl
r(B|A) = ﬂ(:\(r;)B) _ /;Eii === 2

o5

h?2
3— (a) X suit une loi binomiale de paramétre m = 24 et p = p(D > 100) =e

La loi de X est donnée par :

k /1 k 3 24—k
k un entier de I'intervalle [0, 24] et p(X = k) = C24 <1> <L_|_>

1
(b) Le nombre moyen cherché est £(X) = 24 x L= 6.
SOLUTION 4. .
B 1 2 2 B
1— (@) M(z,y) € ¥ équivaut (:c—: ) + % =1 donc # est une ellipse de centre Q(—1,0),

focal la droite des abscisses puisque a = 2 > b = /3 et de sommets :
* principaux A(—1,0) et A’(=3,0);
* secondaires B(—1,V/3) et B/(—1,—V3)
(b) L’allure de & .

>

A/

—100—=
—1004 _ 50

1

d’axe
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(c)Onpose: c=vVa?2—b2=E-3=1.
o Les foyers de # sont les points de coordonnées (0,0) et (—2,0)

2
o La directrice associée au foyer (0,0) est d’équation z = % -1=13;
2
o La directrice associée au foyer (—2,0) est d’équation z = —% —1=-5
, L c 1
e d’excentricité e = — = =
a 2
,) 3
2— (a) Ona: OM = /22 + 42 et comme M(z,y) € & dlors y? =3 — Z<$+ 1)2,
3 3 z)?
OMZ:$2+g2:$2+3—1($+1)2:7( 4'@)
3_
D’autre part z € [—3,1] donc 3 — z > O et par la suite OM = 5 i
5 —OMcos 6 3
L — oy = - —_ ==
(b) Me & alors 2 =0OM x cos 8 d’ot OM 5 ... donc OM T oo @

—
(c) Soit & la mesure principale de I’angle (?,OM’) et comme O appartient au segment [MM],

r I o e I —
alors &/ = 7 — @ et comme M € & alors OM 2T cosd  2—_cosf

, p p 3 3 12
D’autre part MM' = OM + OM' = 7 T cos 6 + Ry R —TE
MM’ est maximale (respectivement minimale) si et seulement si & — cos 20 est minimale (re-
spectivement maximale).

La dérivée de z 3 & — cos 20 est z + 2cos zsin z d’ol :

12
I — cos 26 max en % d’ot MM min en % donc MM/ ... = m = 3.
12
I — cos 26 min en 0 ou 7 d’oll MM max en 0 ou 7 donc MM! o = ———— =L,
k — cos 20
SOLUTION 5. .

—4(0 1 1 1
1— (a) Pour z > 0, /(:2 _é( ) = "”;51 e r=1ler4+ Lez

En posant X = —% alors , si « tend vers 07 alors X tend vers —co d’ol

— /(0
im 29720 L 2 X xX g

/ est dérivable & droite en 0 et (C) admet une demi tangente paralléle & I’axe des abscisses au
point d’abscisse 0.

1
zt T =1x1= 1, la droite d’équation y = 1

(b) e Branches infinies :  lim f(z) = lim
T——~+00 r——+00 T
est une asymptote & (C) au voisinage de +oo.
_1
P ez>0, /@) =(1+1) etr (14 1) (cF) = =5
o Pour fout rée z > ,/(:c)—( +5) e r—i—( +E) e:) ==
e Pour tout réel z > 0, //(z) > 0 alors # est strictement croissante sur [0, +oo|.
(c) / est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ alors elle réalise une bijection de [0, +oo[

sur Pintervalle £([0, +oo[) = [0, 1]
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(d) Courbe (C) et (C").

La courbe (C’) admet une demi tangente paralléle & I’axe des ordonnées & I'origine.

A

2— X étant un réel de I’intervalle ]0,1], les fonctions ¢ +— tf/(t) et t ~ f(t) sont confinues sur tous
intervalle inclus dans ]0, 4-oo].

© 600 = [ geta= [ (~1)ei= le_%

X

(6) FX)+G(X) = [ () + £/ (0)e =

(c) (1) et (2) donnent : F(X)=¢"" - Xe™ X
3— En unité d’aire, I'aire demandée est :
1
A=1— 2/ J(t)dt I’aire du carré de coté 1 moins deux fois I’aire du domaine limité par (C) ef les

droites d’équations z = 0,y =0 et z = 1.

1 1
d’autre part / Jdt= lim F(X)= lim ¢ '—Xe X donc A=1-2e"".
0 X—0+t X—07t

t— (a) / est une bijection de [0, +oo[ sur [0, 1] et comme pour tout entier » > 2, 1 appartient & ]0,1[

alors I’équation f(z) = % admet une solution unie @, dans ]0,+oo[ et ona : a, :/—1 (%)
(b) pour fout entier m > 2, 0on a : apyq —ag :éf_"(%“) — 4] (%)

Comme £~ est croissante sur [0, 1] et comme —~ < 1 alors « —ay, < 0 ef par la suite
g S n+1 mn P

(ap,) est décroissante.

(an, ) est décroissante et minorée par 0 alors elle converge.

() lim ap,= lim 4~ (%) = /~1(0) = 0 puisque £~ est continue & droite en 0.

m——400 mn——+00

1
(d) Soit m un entier tel que m > 2, comme f(ay) = + dlors (1 + oj—n)e_ﬁ =1 dou:

anhhm=1—a,h (’|+O:I—%):1—a%@1(1+an)+a%€n(an)

Comme a,, tend vers 0 lorsque m tend vers +oco alors  lim  aybh (n) =1.
m——+00
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