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QUATRIÈME MATHS2
DURÉE 4 HEURES Pr : Ben fredj so�aneLe sujet omporte 3 pages num�erot�ee de 1 �a 3

EXERCICE 1. (3 points) QCM Voir feuille annexe (Page 3).
EXERCICE 2. (3 points) L'espae est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e diret (O;�!i ;�!j ;�!k ).On donne les points : A(1; 0; 2); B(0; 0; 1); C(0;�1; 3) et E(0; 2; 3)1� (a) V�eri�er que �!AB ^ �!AC = �!AE(b) V�eri�er que x� 2y� z+ 1 = 0 est une �equation art�esienne du plan (ABC).() Caluler le volume V du t�etra�edre ABCE2� Soit h l'homoth�etie de entre E et de rapport 13 .(a) Montrer que le plan P′ d'�equation x� 2y� z+ 5 = 0 est l'image du plan (ABC) par h .(b) D�eterminer la distane du point E au plan P′ puis d�eduire l'aire du triangle A′B′C′ o�u A′; B′ etC′ sont les images respetives de A;B et C par h .
EXERCICE 3. (4 points) Une entreprise d'autoars dessert une r�egion montagneuse. En hemin,les v�ehiules peuvent être bloqu�es par des inidents ext�erieurs omme des hutes de pierres, la pr�esenede troupeau sur la route, et. Un autoar part de son entrepôt, on note D la variable al�eatoire quimesure la distane en kilom�etre que l'autoar va parourir jusqu'a e qu'il survienne un inident. Onadmet que D suit une loi exponentielle de param�etre � = ln 250 .On donnera les r�esultats sous forme exate1� Caluler la probabilit�e que la distane parourue sans inident soit :(a) omprise entre 50 et 100 km;(b) sup�erieure �a 300 km.2� Sahant que l'autoar a d�ej�a parouru 350 kilom�etres sans inident, quelle est la probabilit�e qu'iln'en subisse pas non plus au ours des 25 prohains kilom�etres?3� L'entreprise poss�ede 24 autoars. Les distanes parourues par haun des autoars entre l'entrepotet le lieu ou survient un inident sont des variables al�eatoires deux deux ind�ependantes et de m�em�eloi exponentielle de param�etre � = ln 250 . On note X la variable al�eatoire �egale au nombre d'autoarsn'ayant subi auun inident apr�es avoir parouru 100 kilom�etres.(a) Donner la loi de probabilit�e de X .(b) Donner le nombre moyen d'autoars n'ayant subi auun inident apr�es avoir parouru 100kilom�etres.
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EXERCICE 4. (4 points) Le plan est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ). (On hoisira 2m omme unit�e graphique.)Soit E l'ensemble des points M de oordonn�ees (x; y) tels que : 3(x+ 1)2 + 4y2 = 12.1� (a) Montrer que E est une ellipse que l'on pr�eisera le entre et les sommets.(b) Construire E .() D�eterminer les foyers, les diretries et l'exentriit�e de E .2� Soit M un point de E de oordonn�ees (x; y) tel que la mesure prinipale � de l'angle (�!i ;�!OM)appartient �a l'intervalle [0; �℄.(a) D�emontrer que OM = 12(3� x).(b) Montrer que OM = 32 + os �() La droite (OM) reoupe E en M′.D�eterminer la valeur maximale et la valeur minimale de la distane MM′.
EXERCICE 5. (6 points) Soit f la fontion d�e�nie sur l'intervalle [0;+�[ par :f (x) = x+ 1x e−1x si x > 0 et f (0) = 0. On note (C) la ourbe repr�esentative de f dans le plan rapport�e un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ).1� (a) �Etudier la d�erivabilit�e de f �a droite en 0. Interpr�eter graphiquement le r�esultat obtenu.(b) �Etudier les variations de f .() Montrer que f poss�ede une fontion r�eiproque f−1 d�e�nie et ontinue sur un intervalle que l'onpr�eisera.(d) Traer (C) et (C′) o�u (C′) est la ourbe repr�esentative de f−1 (On pourra pr�eiser en partiulierla demi tangente �a (C′) �a l'origine).2� X �etant un r�eel tel que 0 < X � 1.(a) Caluler l'int�egrale G(X ) = ∫ 1X tf ′(t)dt.On pourra herher une primitive sur l'intervalle ℄0;+�[ de la fontion t 7�! tf ′(t).(b) On pose F (X ) = ∫ 1X f (t)dt. Exprimer F (X ) + G(X ) �a l'aide de X .() D�eduire l'expression de F (X ) �a l'aide de X .3� Caluler l'aire de la parie limit�ee par (C) et (C′) et les droites d'�equations x = 1 et y = 1.4� n �etant un entier naturel tel que n � 2.(a) Montrer que l'�equation f (x) = 1n poss�ede une solution unique �n dans l'intervalle ℄0;+�[.(b) Montrer que la suite (�n ) est d�eroissante puis qu'elle est onvergente.() Caluler limn→+� �n .(d) Montrer que limn→+� �n ln (n ) = 1.
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FEUILLE ANNEXE

À RENDRE AVEC LA COPIE

Nom :...................Pr�enom :..................
Pour haque question, une seule r�eponse est exate, les trois parties 1, 2 et 3 sont ind�ependantes.Coher la bonne r�eponse, auune justi�ation n'est demand�ee.1� Une �etude sur la dur�ee du servie �a la aisse d'un marh�e d'alimentation a donn�e les r�esultatsi-ontre. t 120 240 360 420p 0; 3 0; 5 0; 66 0; 75p est la proportion de lients servis en une dur�ee inf�erieure �a t (en seondes).(a) La ovariane du s�erine statistique (t; p ) v�eri�e :(a)❐ ov(t; p ) = 0(b)❐ ov(t; p ) > 0()❐ ov(t; p ) < 0(b) On pose f = �ln (1� p ). Une �equation art�esienne de la droite de r�egression de f en t est :(a)❐ f = 0:076� 0:0035t(b)❐ f = �0:076t+ 0:0035()❐ f = �0:076 + 0:0035t2� La solution de l'�equation di��erentielle y′ + yln 2 = ln 2 ave y(0) = 2 est la fontion :(a)❐ y1 : x 7! 1� 2−x(b)❐ y2 : x 7! 1 + 2x()❐ y3 : x 7! 1 + 2−x3� Le domaine de d�e�nition de la fontion x 7! ln (x+ x2x� 1 ) est :(a)❐ ℄0;+�[(b)❐ ℄� 1; 0[[℄1;+�[()❐ [�1; 0[[℄1;+�[
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CORRIGÉ DU DEVOIR DE SYNTHÈSE # 3

ANNÉE SCOLAIRE 20112012

QUATRIÈME MATHS

SOLUTION 1. .1� (a) R�eponse (b)(b) R�eponse ()2� R�eponse ()3� R�eponse (b)
SOLUTION 2. .1� (a) On a : �!AB �10�1  et �!AC  �1�11 



 et par la suite �!AB ^�!AC 
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(b) Les oordonn�ees de haun des points A;B et C v�eri�ent l'�equation x� 2y� z+ 1 = 0.() Le volume V du t�etra�edre ABCE en unit�e de volume est �egal �a :V = j(�!AB ^ �!AC):�!AE j6 = AE26 = 12� Soit h l'homoth�etie de entre E et de rapport 13 .(a) L'image d'un plan par une homoth�etie est un plan qui lui est parall�ele, alors P′ est d'�equation:x� 2y� z+ d = 0On note B′ = h (B) alors : 










xB′ = 13(xB � xE ) + xE = 0yB′ = 13(yB � yE ) + yE = 43zB′ = 13(zB � zE ) + zE = 73Comme B′ 2 P′ alors : 0� 2� 43 � 73 + k = 0 don k = 5.(b) La distane de E �a P′ not�ee d, on a : d = j0� 2� 2� 3 + 5jp12 + 22 + 12 = 2p6 = p63On note V ′ le volume du t�etra�edre EA′B′C′ alors V ′ = V27 = 127D'autre part V ′ = d�A3 o�u A est l'aire du triangle A′B′C′ don : A = p618 .
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SOLUTION 3. .1� (a) p (50 � D � 100) = e−50� � e−100� = e−50× ln 250 � e−100× ln 250 = 12 � 14 = 14(b) p (D � 300) = e−300× ln 250 = 1642� On note les �ev�enements :A : l'autoar a d�ej�a parours 350 km sans inident, soit A : D � 350;B : l'autoar ne subit auun inident au ours des 25 km prohains, soit B : D � 375.On remarque B � A, la probabilit�e herh�ee est :p (BjA) = p (A \ B)p (A) = p (B)p (A) = e−375�e−350� = e−25� = e− ln 22 = p223� (a) X suit une loi binomiale de param�etre n = 24 et p = p (D � 100) = e−100� = e−100 ln 250 = 14 .La loi de X est donn�ee par :k un entier de l'intervalle [0; 24℄ et p (X = k) = C
k24(14)k(34)24−k(b) Le nombre moyen herh�e est E(X ) = 24� 14 = 6.

SOLUTION 4. .1� (a) M(x; y) 2 E �equivaut (x+ 1)24 + y23 = 1 don E est une ellipse de entre 
(�1; 0), d'axefoal la droite des absisses puisque a = 2 > b = p3 et de sommets :* prinipaux A(�1; 0) et A′(�3; 0);* seondaires B(�1;p3) et B′(�1;�p3)(b) L'allure de E .
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() On pose :  = pa2 � b2 = p4� 3 = 1.
• Les foyers de E sont les points de oordonn�ees (0; 0) et (�2; 0)
• La diretrie assoi�ee au foyer (0; 0) est d'�equation x = a2 � 1 = 3;
• La diretrie assoi�ee au foyer (�2; 0) est d'�equation x = �a2 � 1 = �5;
• d'exentriit�e e = a = 122� (a) On a : OM = √x2 + y2 et omme M(x; y) 2 E alors y2 = 3� 34(x+ 1)2.OM2 = x2 + y2 = x2 + 3� 34(x+ 1)2 = (3� x)24D'autre part x 2 [�3; 1℄ don 3� x > 0 et par la suite OM = 3� x2(b) M 2 E alors x = OM � os � d'o�u OM = 3� OMos �2 ... don OM = 32 + os �() Soit �′ la mesure prinipale de l'angle (�!i ;��!OM′) et omme O appartient au segment [MM′℄,alors �′ = �� � et omme M′ 2 E alors OM′ = 32+ os �′ = 32� os � .D'autre part MM′ = OM + OM′ = 32 + os � + 32� os � = 124� os 2� .MM′ est maximale (respetivement minimale) si et seulement si 4 � os 2� est minimale (re-spetivement maximale).La d�eriv�ee de x 7! 4� os 2� est x 7! 2os xsin x d'o�u :4� os 2� max en �2 d'o�u MM′ min en �2 don MM′min = 124� os 2�2 = 3.4� os 2� min en 0 ou � d'o�u MM′ max en 0 ou � don MM′max = 124� os 20 = 4.

SOLUTION 5. .1� (a) Pour x > 0, f (x)� f (0)x� 0 = x+1x2 e−1x = 1xe−1x + 1x2 e−1xEn posant X = � 1x alors , si x tend vers 0+ alors X tend vers �� d'o�u :limx→0+ f (x)� f (0)x� 0 = limX→−� X 2eX � XeX = 0.f est d�erivable �a droite en 0 et (C) admet une demi tangente parall�ele �a l'axe des absisses aupoint d'absisse 0.(b) • Branhes in�nies : limx→+� f (x) = limx→+� x+ 1x e−1x = 1�1 = 1, la droite d'�equation y = 1est une asymptote �a (C) au voisinage de +�.
• Pour tout r�ee x > 0 , f ′(x) = (1 + 1x)′ e−1x + (1 + 1x)(e−1x)′ = ::: = e−1xx3
• Pour tout r�eel x > 0 , f ′(x) > 0 alors f est stritement roissante sur [0;+�[.() f est ontinue et stritement roissante sur [0;+�[ alors elle r�ealise une bijetion de [0;+�[sur l'intervalle f ([0;+�[) = [0; 1[.
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(d) Courbe (C) et (C′).La ourbe (C′) admet une demi tangente parall�ele �a l'axe des ordonn�ees �a l'origine.
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456

1 2 3 4 5 62� X �etant un r�eel de l'intervalle ℄0; 1℄, les fontions t 7! tf ′(t) et t 7! f (t) sont ontinues sur tousintervalle inlus dans ℄0;+�[.(a) G(X ) = ∫ 1X 1t2 e−1t dt = ∫ 1X (� 1t )′e−1t = [e−1x ]1X = e−1 � e−1x (1).(b) F (X ) + G(X ) = ∫ 1X (f (t) + tf ′(t))dt = ∫ 1X (tf (t))′dt = [tf (t)]1X = f (1)� Xf (X ) (2)() (1) et (2) donnent : F (X ) = e−1 � Xe− 1X3� En unit�e d'aire, l'aire demand�ee est :A = 1� 2 ∫ 10 f (t)dt l'aire du arr�e de ot�e 1 moins deux fois l'aire du domaine limit�e par (C) et lesdroites d'�equations x = 0; y = 0 et x = 1.d'autre part ∫ 10 f (t)dt = limX→0+ F (X ) = limX→0+ e−1 � Xe− 1X don A = 1� 2e−1.4� (a) f est une bijetion de [0;+�[ sur [0; 1[ et omme pour tout entier n � 2, 1n appartient �a ℄0; 1[alors l'�equation f (x) = 1n admet une solution unie �n dans ℄0;+�[ et on a : �n = f−1( 1n ).(b) pour tout entier n � 2, on a : �n+1 � �n = f−1( 1n+1)� f−1( 1n )Comme f−1 est roissante sur [0; 1[ et omme 1n+1 < 1n alors �n+1 � �n < 0 et par la suite(�n ) est d�eroissante.(�n ) est d�eroissante et minor�ee par 0 alors elle onverge.() limn→+� �n = limn→+� f−1( 1n ) = f−1(0) = 0 puisque f−1 est ontinue �a droite en 0.(d) Soit n un entier tel que n � 2, omme f (�n ) = 1n alors (1 + 1�n )e− 1�n = 1n d'o�u :�n ln n = 1� �n ln (1 + 1�n ) = 1� �n ln (1 + �n ) + �n ln (�n )Comme �n tend vers 0 lorsque n tend vers +� alors limn→+� �n ln (n ) = 1.
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