
H
A

M
M

O
U

D
A

P.

LYCÉE

DEVOIR DE SYNTHÈSE # 2.

ANNÉE SCOLAIRE 2011�2012

Pr : Ben fredj sofianeLe devoir dure 4 heures. Les alulatries sont autoris�ees, mais :l'�ehange de tout mat�eriel est interditLes brouillons ne sont pas aept�es dans les opies. Une opie non soign�ee sera san-tionn�ee.
EXERCICE 1 (4 points). .1� On onsid�ere l'�equation (E ) : 4x � 5y = 1. R�esoudre dans Z2, l'�equation (E ), en remarquant que (�1;�1)est une solution partiuli�ere de (E ).2� On pose a = 4n + 3 et b = 3n + 1 o�u n est un entier naturel et soit d = a ^ b(a) D�eterminer les valeurs possibles de d.(b) Montrer que d = 5 si et seulement si, n � 3 (mod 5).() D�eterminer suivant les valeurs de l'entier n , les restes modulo 5 de 2n .(d) D�eterminer le plus petit entier n > 2012 tels que : 




a ^ b = 52a + 3b � 0 (mod 5)
EXERCICE 2 (5 points). ABC est un triangle iso�ele en A tel que : ∧(�!AB;�!AC) � 2�3 [2�℄.Soit I le milieu du segment [BC℄ et J le projet�e orthogonal de B sur (AC). Soit s la similitude indirete deentre C telle que s(A) = B.1� Montrer que le rapport de s est p3, puis pr�eiser son l'axe.2� Soit B′ = s(B).(a) Pr�eiser la nature et les �el�ements arat�eristiques de s Æ s.(b) En d�eduire que ��!CB′ = 3�!CA. Construire B′.() Montrer que BB′ = BC puis d�eduire que s(I) = J.3� On muni le plan par le rep�ere orthonorm�e diret (A;�!AB;�!u ) et soit s′ la transformation du plan dans lui mêmequi �a tout point M d'aÆxe �z assoie le point M′ d'aÆxe �z′ = �ip3�z + 1.(a) Donner sous forme exponentielle puis sous forme rt�esienne, l'aÆxe de C.(b) Montrer que s′(C) = C et s′(A) = B puis d�eduire la nature et les �el�ements arat�eristiques de s′.() Donner la nature et les �el�ements arat�eristiques de s′ ÆS(BC) o�u S(BC) est la sym�etrie orthogonale d'axe(BC).
EXERCICE 3 (7 points). . Soit f la fontion d�e�nie par :f (0) = 0 et pour tout r�eel x 6= 0, f (x) = x1 + xln xOn note C la ourbe repr�esentative de f dans le plan rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ).
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1� Soit g la fontion d�e�nie sur ℄0;+�[ par : g(x) = 1 + xln x.�Etudier le sens de variation de g puis d�eduire son signe pour x > 0.2� (a) Montrer que f est d�e�nie sur [0;+�[(b) �Etudier la d�erivabilit�e de f �a droite en 0 puis interpr�eter graphiquement le r�esultat obtenu.() Montrer que f ′(x) est de signe de 1� x puis �etudier les variations de f .�Etudier la position relative de C par rapport �a la droite D d'�equation y = x.(d) Traer D et C . (unit�e graphique est 2 m)3� Soit ' la restrition de f sur l'intervalle [0; 1℄.(a) Montrer que ' poss�ede une fontion r�eiproque '−1 d�e�nie sur un intervalle J que l'on pr�eisera.(b) �Etudier la d�erivabilit�e de '−1.() Traer la ourbe � de '−14� Soit u un r�eel de l'intervalle ℄0; 1℄. On pose A (u ) = ∫ 1u f (t)dt+ ∫ 1f (u) '−1(t)dt(a) Interpr�eter graphiquement le nombre A (u )(b) Caluler limu→0+ A (u )5� On onsid�ere la suite (Un ) d�e�nie par U0 = 12 et pour tout entier n � 0 Un+1 = f (Un ).(a) Montrer que pour tout n � 1, 0 < Un � 1.(b) Montrer que la suite (Un ) est onvergente.() Caluler limn→+� Un .(d) Montrer que limn→+� (U0 � U1 � :::� Un) = 1e(e) Pour tout entier naturel n , On note Vn la valeur moyenne de f sur l'intervalle [Un ; Un+1℄. Calulerlimn→+� Vn .
EXERCICE 4 (4 points). Le plan est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ).Dans la �gure donn�ee (voir feuille annexe), on donner la ourbe (C) repr�esentative de la fontionF : x 7! x2 � 14 � 12ln x.On note  le erle de entre O et de rayon et de rayon 1.Pour tout r�eel t > 0, on note M le point de (C) d'absisse t et soit H son projet�e orthogonal sur l'axe desabsisses et soit A le point de oordonn�ees (0; 1). Soit K le seond point d'intersetion de (AH) et le erle .1� Montrer que les oordonn�ees de K sont ( 2tt2 + 1 ; t2 � 1t2 + 1)2� (a) Montrer que (OK ) est parall�ele au tangente Tt �a (C) au point d'absisse t.(b) Donner un pro�ed�e de onstrution g�eom�etrique de la tangente T2 �a (C) au point d'absisse 2.() Construire T23� D�eterminer toutes les fontion G d�erivable sur ℄1;+�[ dont la tangente �a leurs ourbes repr�esentatives aupoint d'absisse t soit perpendiulaire �a (OK ) o�u K est le seond point d'intersetion du erle  et (AH) o�uH est le projet�e orthogonale de M sur l'axe des absisses.
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CORRIGÉ

SOLUTIONS 1. 1� 4x� 5y = 4� (�1)� 5� (�1) d'o�u 4(x+ 1) = 5(y+ 1) et omme 4 ^ 5 = 1 alors 4divise y+ 1 don y = 4k� 1 o�u k 2 Z.y+ 1 = 4k o�u k 2 Z et 4(x+ 1) = 5(y+ 1) d'o�u 4(x� 1) = 5� 4k o�u k 2 Z don x = 5k� 1 o�u k 2 Z.R�eiproquement : 4(5k� 1)� 5(4k� 1) = �4 + 5 = 1. Don SZ2 = {(5k� 1; 4k� 1); o�u k 2 Z}.2� (a) dja et djb alors dj5a� 4b alors dj5 don d = 1 ou d = 5.(b) i. ′′ =)′′. Supposons que d = 5 alors 5j4n + 3 et 5j3n + 1 alors 5 divise 4n + 3� (3n + 1) alors ddivise n + 2 d'o�u n � �2 (mod 5) don n � 3 (mod 5).ii. ′′ (=′′. Supposons que n � 3 (mod 5).Alors 4n + 3 � 0 (mod 5) et 3n + 1 � 0 (mod 5) alors 5 divise a et divise b alors 5 divise d etomme d 2 �1; 5� don d = 5.() Nous avons : 20 � 1 (mod 5), 21 � 2 (mod 5), 22 � 4 (mod 5), 23 � 3 (mod 5) et 24 � 1 (mod 5).alors : 2n � 1 (5) si n � 0 (4)2n � 2 (5) si n � 1 (4)2n � 4 (5) n � 2 (4)2n � 3 (5) n � 3 (4)(d) 2a + 3b = 8� 16n + 3� 27n .D'autre part 16n � 1 (mod 5) et 27n � 2n (mod 5) d'o�u 2a + 3b � 3(1 + 2n) (mod 5)2a + 3b � 0 (mod 5) il faut et il suÆt 2n + 1 � 0 (mod 5) il faut et il suÆt n � 2 (mod 4)




a ^ b = 52a + 3b � 0 (mod 5) il faut et il suÆt que n � 2 (mod 4) et n � 3 (mod 5) et n > 2012 signi�eque n = 4x+ 2 et 4x� 5y = 1 et n > 2011.omme x = 5k� 1 d'o�u n = 20k� 2n � 2013 alors k � 2013 + 220 soit k = 101 don nmin = 2018.
SOLUTIONS 2. 1� Comme s(C) = C et s(A) = B alors le rapport de s est :k = CBCA = 2� BIAB = 2os ÎBA = 2os �6 = p3l'axe de s porte la bissetrie int�erieure de l'angle g�eom�etrique ÂCB.2� (a) s Æ s est l'homoth�etie de entre C et de rapport 3.(b) s Æ s(A) = B′ don ��!CB′ = 3�!CA.() s(B) = B′ et s(A) = B d'o�u BB′BA = k et s(C) = C et s(A) = B d'o�u BCAC = k et omme AB = ACdon BB′ = BCCBB′ est iso�ele en B et J est le projet�e orthogonal de B sur (BB′) d'o�u J est le milieu de [CB′℄.Comme I = C � B alors s(I) = C � B′ don s(I) = J.3� (a) l'aÆxe de C est ei2�3 puis que AC = 1 et ∧(�!AB;�!AC) � 2�3 [2�℄.
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(b) On a :�ip3� e−i2�3 + 1 = �ip3� (� 12 � ip32 )+ 1 = zC don s′(C) = C.et �ip3� 0 + 1 = 1 don s′(A) = B.s′ est une similitude indirete �egale �a s puisqu'elle o��nide ave s en deux points distints A et C.() L'ensemble des points d'aÆxe ei� o�u � d�erit R est un erle C0 de entre A et passant par B. L'ensembleherh�e est l'image de C0 par s don et ensemble est le erle de entre B et passant par B′.(d) s′ Æ S(BC) est une similitude direte de entre C( puisque e point est �xe par ettetransformation) et de rapport p3et omme s′ Æ S(BC)(B) = B′ et
∧(�!CB;��!CB′) � �6 [2�℄ 'est l'angle deette similitude direte. bA b B

bC
b

I
bJ

b B′

SOLUTIONS 3 (7 points). .1� Pour tout r�eel x > 0, g′(x) = 1 + ln xLes variations de g sont donn�ees dans le tableau suivant :x 0 e−1 +�1 + ln x � 0 +g(x) 1� e−1 > 0g poss�ede un minimum absolu stritement positif don pour tout r�eel x > 0, g(x) > 0.2� (a) Pour tout r�eel x > 0, 1 + xln x 6= 0 et f (0) = 0 d'o�u le r�esultat.(b) limx→0+ f (x)� f (0)x� 0 = 11 + xln x = 1 alors f est d�erivable �a droite en 0 etC poss�ede une demi tangentede oeÆient direteur �egal �a 1.() Pour tout r�eel x > 0, f ′(x) = 1� x(1 + xln x)2 .limx→+� f (x) = limx→+� 11x + ln x = 0 la droite des absisses est une asymptote �a C en +�.Le tableau de variations de f est : x 0 1 +�f ′(x) 1 + 0 �f (x) 0 1 0
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Pour tout r�eel x > 0, f (x)� x = �x2ln x1 + xln xSi x 2 [0; 1℄, f (x)� x � 0 d'o�u C est au dessous de D.Si x � 1, f (x)� x � 0 d'o�u C est en dessous de D.(d) .
1

1 2 33� Soit ' la restrition de f sur l'intervalle [0; 1℄.(a) ' est ontinue et stritement roissante sur [0; 1℄ alors elle r�ealise une bijetion de [0; 1℄ sur'([0; 1℄) = [0; 1℄.(b) ' est d�erivable et sa d�eriv�ee ne s'annule pas sur [0; 1[, alors '−1 est d�erivable sur '([0; 1[) =[0; 1[.'−1 n'est pas d�erivable �a gauhe en 1. (Le sym�etrique d'une demi tangente horizontale par rapport ladroite d'�equation y = x est une demi tangente vertiale.() Voir �gure i-dessus.4� (a) En unit�e d'aire ∫ 1u f (t)dt est l'aire de la partie du plan limit�ee par C et les droites d'�equations x =u; x = 1 et y = 0 puisque f est ontinue et positive sur l'intervalle [u; 1℄.
∫ 1f (u) '−1(t)dt est l'aire de la partie du plan limit�ee par � et les droites d'�equations x = f (u ); x = 1 ety = 0 puisque '−1 est ontinue et positive sur l'intervalle [f (u ); 1℄.A (u ) est l'aire du arr�e de ot�e 1 priv�e de l'aire du retangle de dimensions u et f (u ).On a : A (u ) = 1� uf (u )(b) limu→0+ A (u ) = 1 en appliquons le dernier r�esultat.5� (a) On pro�ede par r�eurrene :U0 = 12 d'o�u U0 2℄0; 1℄.Soit n 2 N, supposons que Un 2℄0; 1℄ et omme f est stritement roissante sur [0; 1℄, alors f (Un ) 2℄0; 1℄ don Un+1 2℄0; 1℄.Don pour tout n � 1, Un 2℄0; 1℄.(b) Pour tout n , Un+1�Un = f (Un )�Un et omme Un 2℄0; 1℄ alors f (Un )�Un � 0 don Un+1 � Unet par la suite (Un ) est roissante.(Un ) est roissante et major�ee alors elle est onvergente.
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() Si ` est la limite de (Un ) alors ` 2 [0; 1℄ et f (` ) = ` don ` 2 �0; 1� et omme pour tout n , Un � 12don ` = 1.(d) On pourra remarquer que 1Un+1 � 1Un = ln Un d'o�u 1Un+1 � 1U0 = ln (U0 � :::� Un)don limn→+� U0 � :::� Un = e−1(e) f est ontinue sur [Un ; Un+1℄ alors il existe Wn 2 [Un ; Un+1℄ tel que Vn = f (Wn ) omme f estontinue en 1 alors limn→+� Vn = f (1) = 1.
SOLUTIONS 4 (4 points). t �etant stritement positif.1� On note K (x; y) alors x2 + y2 = 1 et y = 1� xt , la solution de e syst�eme est le ouple ( 2tt2 + 1 ; t2 � 1t2 + 1).2� (a) Le oeÆient direteur de la droite (OK ) est yx = t2 � 12t .Pour tout t > 0, f ′(t) = t2 � 12t = t2 � 12t = yx don (OK ) et Tt sont parall�eles.(b) Soit H le point de oordonn�ees (2; 0), la droite (AH) oupe  en K alors T2 est la parall�ele �a (OK )passant par H.() Appliquer le pro�ed�e pr�e�edent.3� (OK ) et Tt sont perpendiulaires si et seulement si les produit de leurs oeÆients direteurs est �egal �a �1.Don, pour t > 1, G′(t) = �xy = � 2tt2 � 1 don G(t) = �ln (t2 � 1) + Cte.
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