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DEVOIR DE SYNTHÈSE # 1.

4 MATH2 � ANNÉE SCOLAIRE 2011�2012

Pr : Ben fredj sofianeLe devoir dure 3 heures. Les alulatries sont autoris�ees, mais :l'�ehange de tout mat�eriel est interditLes brouillons ne sont pas aept�es dans les opies. Une opie non soign�ee sera santionn�ee.Le sujet omporte 3 pages num�erot�ees de 1 �a 3.
EXERCICE 1 (3 points). R�epondre par VRAI ou FAUX (Auune justi�ation n'est demand�ee).1� Si limx→−� f (x)x = 1 alors limx→−� f (x) = ��.2� Si f est ontinue en 1 alors f est d�erivable en 1.3� Si f est paire et si f est d�erivable �a droite en 0, alors elle est d�erivable en 0.4� ABC est un triangle retangle en A. La transformation t−→AB ÆS(AC) est une sym�etrie glissante.
EXERCICE 2 (5 points). ABC est un triangle �equilat�eral de entre O.1� Montrer qu'il existe une unique isom�etrie ' qui envoie A;B et C respetivement en B;C et A2� a� Montrer que '(O) = O.b� D�eterminer les images de C;O et A par SBO Æ '. Identi�er l'appliation SBO Æ '.� D�eduire la nature et les �el�ements arat�eristiques de '.3� M et M′ sont deux points variables respetivement sur les segments [AB℄ et [BC℄ tels queAM = BM′.Montrer que la m�ediatrie du segment [MM′℄ passe par un point �xe que l'on pr�eisera.4� D�eterminer l'isom�etrie  telle que l'appliation ' Æ  envoie B en B, A en C et C en A.
EXERCICE 3 (6 points ). .1� Pour tous r�eels x et a de [0; �2 ℄ tel que a > 0, on pose :g(x) = sin x� x� x3(sin a� aa3 )(a) Montrer qu'il existe  2℄0; a[ tel que g′() = 0.(b) On pose � = a. Montrer que a� sin a = a33 � 1� os (a�)(a�)2 .() D�eduire les r�esultats suivants :(1) Pour tout a 2℄0; �2 ℄, sin a < a.
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(2) lima→0+ a� sin aa3 = 16 .2� On onsid�ere la fontion f d�e�nie sur l'intervalle [0; �2 ℄ par :f (x) = 1x � os xsin x si x 2℄0; �2 [ et f (0) = 0.(a) Montrer que pour tout r�eel x 2℄0; �2 ℄, on a :f (x)x = xsin x � (sin x� xx3 + 1� os xx2 ).(b) D�eduire que f est d�erivable �a droite en 0.() Montrer que pour tout r�eel x 2℄0; �2 ℄, f ′(x) = 1sin 2x � 1x2(d) �Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
EXERCICE 4 (6 points). . Pour tout r�eel X 2 R, on pose P(X ) = X 3 + X . On donne dansla �gure 1 (voir feuille annexe) la ourbe � repr�esentative de la fontion P.1� (a) Montrer que P est stritement roissante sur R.(b) Montrer que pour tout entier n � 1, l'�equation P(X ) = n poss�ede une solution unique�n dans l'intervalle ℄0;pn [.() Plaer sur l'axe des absisses les solutions �1 , et �3.(d) A l'aide du graphique donner un enadrement d'amplitude 10−1 de �3.2� n �etant un entier stritement positif.(a) V�eri�er que : P(�n+1) = P(�n ) + 1(b) D�eduire que la suite (�n ) est roissante.3� Montrer que pour tout n � 1, (�n)2 � pn � 1 puis d�eduire la limite de �n lorsque n tendvers +�.4� (a) Montrer que pour tout n � 1 , on a : 1P′(�n+1) � �n+1 � �n � 1P′(�n ) .(b) Pour tout n � 2, on note Bn le point de � d'absisse �n et soit Hn le projet�e orthogonalde Bn sur l'axe des absisses. On note �n l'aire du triangle OHnBn .Montrer que limn→+� �n+1�n = 1
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FEUILLE ANNEX (1) À RENDRE
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DEVOIR DE SYNTHÈSE # 1.(CORRIGÉ)

Pr : Ben fredj sofiane

SOLUTION 1 (3 points). .1� V2� F3� F4� F
SOLUTION 2 (5 points). ABC est un triangle �equilat�eral de entre O.1� AB = BC, AC = BA et BC = CA justi�e l'existene d'une unique isom�etrie du plan transfor-mant respetivement A;B et C en B;C et A.2� a� L'image du triangle ABC par l'isom�etrie ' est ABC, et omme ' onserve le baryentrealors '(O) = O.b� • SOB Æ '(C) = SOB(A) = C,

• SOB Æ '(O) = SOB(O) = O,
• SOB Æ '(A) = SOB(B) = B' Æ SOB(A) 6= A alors ' Æ SOB 6= id .C;O sont deux points distints �xes par 'ÆSOB don 'ÆSOB est une sym�etrie orthogonaled'axe (OC).� ' Æ SOB = SOC �equivaut �a ' = SOB Æ SOC don ' est une rotation de entre O et d'angle2 ̂(�!OC;�!OB)3� On a : AM = '(A)'(M) = B'(M) = BM′ et omme '(M) 2 [BC℄ ar l'image du segment [AB℄par ' est le segment [BC℄ alors '(M) = M′ et par la suite la m�ediatrie du segment [MM′℄passe par le point O.4� La transformation ' Æ  est une rotation ou une sym�etrie orthogonale ( puisqu'elle poss�edeun point �xe et elle est di��erente de id .Supposons que ' Æ  est une rotation alors elle est de entre B et omme ' Æ  (A) = C et' Æ  (C) = A alors B est le milieu du segment [AC℄ e qui est ontraditoire.Don ' Æ  = SOB et  = '−1 Æ SBO = SOC.

SOLUTION 3 (6 points ). .1� (a) g est d�erivable sur R en partiulier sur [0; a℄ et omme g(0) = g(a) = 0 d'apr�es le th�eor�emede ROLLE, in existe  2℄0; a[ tel que g′() = 0.
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(b) Pour tout r�eel x, g′(x) = os x� 1� 3x2(sin a� aa3 ).g′() = 0 �equivaut �a os � 1 = 32(sin a� aa3 ) d'o�u os � 12 = 3� (sin a� aa3 )D'autre part  = a� d'o�u:os (a�)� 1(a�)2 = 3� (sin a� aa3 ) don a� sin a = a33 � 1� os (a�)(a�)2 .() (1) a 2℄0; �2 ℄, omme 1� os (a�) > 0 d'o�u a� sin a < 0 don a < sin a.(2) lima→0+ a� sin aa3 = lima→0+ 13 � 1� os (a�)(a�)2 = 13 � limt→0+ 1� os tt2 = 16 .2� (a) Pour tout r�eel x 2℄0; �2 ℄, on a :xsin x � (sin x� xx3 + 1� os xx2 ) = xsin x � (sin x� xx3 + x� xos xx3 )= xsin x � (sin x� xos xx3 ) = sin x� xos xx2sin x= 1x � ( 1x � os xsin x ) = f (x)x(b) D'apr�es e qui pr�e�ede : limx→0+ f (x)x = 1� (� 16 + 12) = 13 .alors f est d�erivable �a droite en 0 don f ′d(0) = 13 .() f ′(x) = � 1x2 � �sin 2x� os 2xsin 2x = � 1x2 + 1sin 2x = x2 � sin 2xsin 2x(d) Le signe de f ′(x) est elui de x2�sin 2x = (x�sin x)(x+sin x) or pour tout r�eel x 2℄0; �2 ℄on a : x2 � sin 2x > 0 (puisque x > sin x dans l'intervalle d'�etude) don f ′(x) < 0 et parla suite f est stritement roissante sur [0; �2 ℄.Le tableau de variation de f est : x 0 �2f ′(x) + 2�f (x) %0
SOLUTION 4 (6 points). .1� (a) Pour tout r�eel x, on a :P′(x) = 3X 2 + 1.Pou tout r�eel x, P(X ) > 0 don P est stritement roissante sur R.(b) Notons Q(X ) = X 3 + X � n = P(X )� n .

• Q est ontinue sur [0;pn ℄
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• Q(0) = �n < 0 et Q(pn ) = npn +pn � n = n (pn � 1) +pn > 0.
• Q est stritement roissante sur [0;pn ℄alors l'�equation Q(X ) = 0 (et par la suite l'�equation P(X ) = n) poss�ede une solutionunique �n dans ℄0;pn [.() Voir �gure.(d) 1:2 < �3 < 1:3.2� (a) P(�n+1) = n + 1 et P(�n ) = n d'ou le r�esultat.(b) Soit n un entier tel que n � 1.P(�n+1) > P(�n ) et P est stritement roissante sur R don �n+1 > �n .3� On a �3n + �n = n don (�n )2 + 1 = n�nD'autre part 0 < �n < pn d'o�u 0 < �nn < pnn 'est a dire 0 < �nn < 1pn d'o�u n�n > pnet par la suite (�n )2 > pn � 1limn→+� (pn � 1) = +� alors limn→+� (�n )2 = +� et omme �n > 0don limn→+� �n = +�.4� (a) En appliquant le th�eor�eme des aroissement �nis :P est d�erivable sur l'intervalle [�n ; �n+1℄ don il existe un r�eel t 2℄�n ; �n+1[ tel que :P(�n+1)� P(�n ) = (�n+1 � �n )P′(t) d'o�u �n+1 � �n = 1P′(t) .Comme t 2 [�n ; �n+1℄ alors 1P′(�n+1) � �n+1 � �n � 1P′(�n ) .(b) On a �n = 12 � n � �n et �n+1�n = n + 1n � �n+1�nD'autre part : 1P′(�n+1) � 1�n � �n+1�n � 1 � 1P′(�n ) � 1�n .P′(�n ) = 3�2n + 1 d'o�u limn→+� P′(�n ) = limn→+� P′(�n+1) = +�don limn→+� �n+1�n = 1 don limn→+� �n+1�n = 1.
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